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- ALGEBRE LINEAIRE et GEOMETRIE -
Rem: Le programme est organisé autour des concepts fondamentaux de l’algèbre linéaire: espaces vectoriels, applications linéaires, sous espaces vectoriels supplémentaires, sommes directes, projecteurs; bases, dimension et rang; valeurs propres et sous-espaces propres d’un endomorphisme. Le programme met en oeuvre les méthodes  de l’algèbre linéaire pour la résolution de problèmes issus, non seulement des autres secteurs de l’algèbre, mais aussi de l’analyse et de la géométrie.

Objectifs: La maîtrise de l’algèbre linéaire en dimension finie et, notamment, de l’articulation entre le point de vue géométrique (vecteurs et points) et le point de vue matriciel, constitue un objectif essentiel. Le programme combine, de façon indissociable, l’étude des concepts de l’algèbre linéaire avec celle des problèmes linéaires (indépendance linéaire, équations linéaires, réduction des endomorphismes et des matrices, approximation des fonctions, propriétés des configurations et des transformations géométriques...)

Rem: Le programme d’algèbre et géométrie comporte l’analyse et l’emploi d’algorithmes numériques issus de l’algèbre linéaire ainsi que l’emploi du logiciel de calcul symbolique et formel. 

O- Révisions d’ALGEBRE LINEAIRE.

Revoir les acquis de la classe de première année : étude des concepts fondamentaux de l’algèbre linéaire (espaces vectoriels, sous espaces vectoriels, applications linéaires, sous espaces vectoriels supplémentaires et projecteurs); étude des concepts fondamentaux relatifs aux espaces vectoriels de dimension finie (bases, dimension, rang, calcul matriciel) et à la géométrie du plan et de l’espace.

Exemple 1 :  


Soit f un endomorphisme de E, espace vectoriel sur le corps K.

a] MQ la suite des Ker f k est une suite croissante pour l’inclusion.

b] MQ {  p tel que Ker f p = Ker f p+1 } { k  p, Ker f k = Ker f k+1 }.

a] Il faut MQ Ker f p ( Ker f p+1. Soit x(Ker f p , alors f p(x)=0, donc f(f p(x))=0 donc x(Ker f p+1.

b] Il faut MQ si Ker f k-1 ( Ker f k ,alors, Ker f k ( Ker f k+1. Soit donc x( Ker f k+1, alors f k+1(x)=0, 

donc f(x) ( Ker f k ( Ker f k-1 par hyp, donc f k-1(f(x))=0 càd x(Ker f k. D’où Ker f k = Ker f k+1.(cf a)

Il suffit alors d’une récurrence facile pour conclure : On suppose que Ker f p = Ker f p+1 (initialisation).

Or si Ker f k-1 = Ker f k , alors Ker f k = Ker f k+1 (hérédité). Conclusion :  k  p, Ker f k = Ker f k+1.

Exemple 2 : Soit E un K espace vectoriel, u et v sont 2 endomorphismes de E.

MQ Im u  Im v   w  EndK(E) tq u=vow.

a] On suppose que  w  EndK(E) tq u=vow et on se donne y=u(x) ( Im u, alors y=v(w(x)) ( Im v.

b] Traduisons Im u  Im v : Pour tout y de la forme u(x), on peut trouver un z tel que y = v(z).

Donc à tout x on peut associer un z qu’on peut utiliser pour définir w qui vérifie bien u=vow, mais qui n’a aucune raison d’être linéaire.

Pour imposer la linéarité, il faut se donner une base de E, soit (ei)i(I .

Puis, pour chaque i, choisir gi tel que u(ei)= v(gi) grâce à l’hyp Im uIm v . On définit ainsi w(ei)= gi . Il reste alors à prolonger w par linéarité : Si x =
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L’endomorphisme w ainsi défini est solution du problème car vow(x) = 
[image: image3.wmf]å

Ì

Î

fini

J

I

J

j

j

j

g

v

x

)

(

=
[image: image4.wmf]å

Ì

Î

fini

J

I

J

j

j

j

e

u

x

)

(

=u(x)

Ex1*Soit (l1, l2, ...., ln) une famille libre de E. On pose ek=lk+

. 

Que peut-on dire de la famille (e1, e2, ...., en).

Ex2**Soit E un K espace vectoriel. u et v sont 2 endomorphismes de E. 

MQ   Ker u  Ker v    w  EndK(E) tq v=wou.

Ex3**On dit que 2 endomorphismes u et v d’un espace vectoriel E commutent si et ssi uov=vou. 

A désignant une partie de EndK(E), on désigne par C(A) ( commutant de A) l’ensemble de tous les endomorphismes qui commutent avec tous les éléments de A.On suppose que E est de dimension finie.

a) Déterminer C(AutK(E)), c’est à dire,.trouver tous les endomorphismes qui commutent avec tous les automorphismes de E

b) Déterminer C(EndK(E)), c’est à dire, trouver tous les endomorphismes qui commutent avec tous les endomorphismes de E.

Ex4**Soit f un endomorphisme de E, espace vectoriel sur le corps K.

a) MQ la suite des Im f k est une suite décroissante pour l’inclusion.

b) MQ: { q tel que Im f q = Im f q+1 } { j  q, Im f j = Im f j+1 }.

c) On désignera par p0, et q0 les valeurs minimales (si elles existent) de p et q réalisant respectivement Ker f p = Ker f p+1 et b).

MQ si la dimension de E est finie, alors p0 = q0.

Ex5**f et g sont des endomorphismes de E espace vectoriel sur K.

a) MQ f injective     g tel que g o f = id.

b) MQ f surjective   h tel que f o h = id.

c) Donner des exemples de f, g ,h non bijectifs tels que g o f = id ou tels que f o h = id.

d) MQ si la dimension de E est finie, alors:  f -1   g tel que g o f = id   h tel que f o h = id.
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