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I - ALGEBRE LINEAIRE et GEOMETRIE AFFINE.

Objectifs:

- Etudier de nouveaux concepts : somme directe de sous espaces vectoriels, trace et déterminant d’un endomorphisme.

- Exploiter les résultats obtenus pour l’étude de problèmes linéaires issus de l’algèbre (étude des systèmes linéaires, des polynômes, interpolation, équations aux différences finies) et de l’analyse (récurrences linéaires et équations différentielles linéaires).

- Maîtriser les relations entre le point de vue géométrique (vecteurs et applications linéaires) et le point de vue matriciel.

Rem: Ne pas négliger le point de vue géométrique dans l’étude de l’algèbre linéaire et illustrer les notions et les résultats par des figures.

Rem: Dans cette partie, le corps de base K est R ou C.

1. Espaces vectoriels; applications linéaires.
a) Somme directe de sous espaces vectoriels.

Définition: (on notera I un ensemble d’indices) Soit 
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 une famille de vecteurs d’un espace E, cette famille est libre si et ssi pour toute partie finie J ( I, pour toute famille de scalaires (aj )j(J , si 
[image: image2.wmf]å

Î

J

j

j

j

l

a

= 0 alors pour tout j de J, aj =0.
Définition: (on notera I un ensemble d’indices) Soit 
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 une famille de vecteurs d’un espace E, cette famille est génératrice si et ssi pour tout vecteur x de E, on peut trouver une partie finie J ( I, et une famille de scalaires (aj )j(J , telle que si x = 
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Définition: (on notera I={1..n}( N) Soit 

 une famille finie de SEV d’un espace E, 



 (somme des SEV) est le SEV engendré par la réunion (

 .

Définition: somme directe 

 = 

 et (k =2,…,n, Ek ( (
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Définition: E1 et E2 sont des sous espaces vectoriels supplémentaires si et ssi E =

.

Exemple: Dans l’espace vectoriel K[X], le sous espace vectoriel Px K[X]  constitué des multiples d’un polynôme P de degré n+1 admet pour sous espace supplémentaire le sous espace vectoriel Kn[X] constitué des polynômes de degré inférieur ou égal à n

Théorème Lorsque E est de dim finie et que la somme 

 est directe, 


Théorème Lorsque E est de dim finie et que la somme 

 est directe, pour que E=

, il faut et il suffit que 


Théorème Lorsque E=

, alors, pour toute famille ui d’applications linéaires de Ei dans un espace vectoriel F, il existe une application linéaire unique u de E dans F et une seule telle que, pour tout i, ui soit la restriction de u à Ei .

Définition: La famille (pi ) de projecteurs associés à une décomposition E = 

 est définie par : 

Si x = 
[image: image6.wmf]å

=

n

i

i

x

1

, alors pi (x) = xi .

Proposition : Alors pi2 = pi , pi o pj = 0si i ( j et IE = 
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Définition: une base B d’un espace vectoriel E de dimension finie est adaptée à un SEV F de E, si une sous famille de B est une base de F.

Définition: une base d’un espace vectoriel E de dimension finie est adaptée à une décomposition E=

 si elle est adaptée à chacun des sous espaces vectoriels Ej .

b) Image et noyau d’une application linéaire.

Théorème Soit u (HomK(E,F), alors pour tout supplémentaire E’ de Ker(u) la restriction de u à E’ induit un isomorphisme de E’ sur Im u.

Application  (interpolation de Lagrange) : détermination des polynômes P prenant des valeurs données sur une famille (a0, a1,......, an ) d’éléments de K distincts deux à deux

Proposition : Soit u l’application de K[X] dans Kn+1 définie par u(P) = (P(a0), P(a1),......, P(an) ). Ker( u) = {P / P = Q N où 

et Q( K[X] }; et u induit un isomorphisme de Kn[X] dans Kn+1.

Théorème : Lorsque E et F sont de dimensions finies,       dim Im u + dim Ker u = dim E .  
Proposition : En dimension finie,  u isomorphisme si et ssi   rang(u) = dim E = dim F.

Proposition Invariance du rang par composition avec un isomorphisme u :  rg (u o v) = rg (v).

c) Equation linéaire.

Définition: une équation linéaire (ou système linéaire) est une équation du type f(x) = b où f est une application linéaire de E dans F (de dimensions quelconques), b est un élément fixe de F et x est l’inconnue, (recherchée dans E).

Définition: une équation linéaire est dite homogène (ou sans second membre) si b = 0.

Théorème: L’ensemble des solutions de l’équation sans second membre est le SEV de E : Ker f.

Théorème: L’ensemble des solutions de l’équation complète est vide si b( Im f.

Théorème: L’ensemble des solutions de l’équation complète est S = x0 + Ker f si b = f(x0) ( Im f.

Proposition :S = {x = x0 + z / z( Ker f } est un espace affine.

Définition l’espace dual E* d’un espace vectoriel E est HomK (E,K).

Théorème: En dimension finie, la dimension de E* est égale à celle de E : dim E* = dim E.

Définition  Un Hyperplan H de E est un SEV admettant un supplémentaire de dimension 1.

Théorème: Etant donnée une forme linéaire  sur E non nulle, le sous espace vectoriel H=Ker  est un hyperplan  de E.

Théorème: Deux formes linéaires non nulles ont le même noyau si et ssi elles sont colinéaires. 

Théorème: toute forme linéaire  nulle sur H est colinéaire à 

Proposition : Equations d’un hyperplan.H = {x/ (x) = 0}.

Exemple : 


Soit E = Rn[X] ( ou Cn[X] ). On donne (n+1) éléments distincts (xi)i=0..n de l’intervalle [a,b] tels que a  x0 < x1 <...< xn  b . 

On définit alors les (n+1) éléments de E*, dual de E, par k : P 

P(xk).

a] MQ la famille B* = { k }k=0..n constitue une base de E* et déterminer une base B = { i }i=0..n de E telle que  i,  k, k (i) = i,k , symbole de Kronecker [ i,k = 1 si i = k, i,k = 0 sinon ].

b] Soit  ( E* quelconque, quelles sont les composantes de  dans la base B* ?

      Soit P ( E quelconque, quelles sont les composantes de P dans la base B ?

c] Pour toute famille (y0, y1,...,yn) Rn+1 (ou Cn+1…), en déduire l’existence, d’un polynôme L vérifiant:     k=0,..,n , L(xk) =yk.  Ce polynôme est-il unique?

d] On considère l’application h qui à P(E  associe P’(a) +P’(b), montrer qu’il existe une famille de constantes (k)k=0..n telles que, pour tout P(E, h(P) =
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a] Posons i(X) =
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 . On constate immédiatement que k (i) = i (xk) = 0 si i(k (car celui des (xk –xp) tel que p=k est bien sûr nul) alors que i (i) = i (xi) = 1 puisque numérateur = dénominateur.

Dans ces conditions la famille { k }k=0..n est une famille libre car 
[image: image10.wmf]å
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Donc  i, 
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Cette famille libre de (n+1) éléments de E*, espace de dimension (n+1) est donc une base de E*. De même la famille { i }i=0..n est une famille libre de E car 
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Donc  k, 
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= 0 càd  k, (k = 0. Donc la famille { i }i=0..n est une base de E.

b] Si  ( E* alors = 
[image: image16.wmf]å

n

k

k

0

j

l

 donc  i,  (i) = (
[image: image17.wmf]å

n

k

k

0

j

l

) (i) = (i (cf a))      i, (i=  (i)
De même si P( E alors P= 
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c] Le polynôme L(X) = 
[image: image20.wmf]å
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 est « visiblement » solution. 

Soit Q une autre solution, alors L – Q =P vérifie P(xk) = 0 pour k = 0, 1, …., n. Donc P a n +1 racines distinctes alors qu’il est de degré n donc P est le polynôme nul. L est l’unique solution du problème.

d] h (E* donc dans la base B*, il existe des constantes (k )k=0..n telles que h = 
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càd k = k’(a)+ k’(b)
d) Trace d’un endomorphisme.

Définition Trace d’une matrice A= (ai,j ) : Tr(A) = 
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Proposition linéarité de la trace :   Tr((A+(B) = ( Tr(A) + ( Tr(B) .

Proposition relations Tr(AB) = Tr(BA), Tr(PMP-1)=Tr(M).

Définition Si E est de dimension finie, trace d’un endomorphisme = Tr ( u ) = Tr(A) où A est une des matrices de u dans une base de E.

Proposition Le rang d’un projecteur est égal à sa trace.  

Exemple:


 Un projecteur p de l’espace vectoriel E est un endomorphisme tel que pop=p.

a] MQ, si p est un projecteur, alors E= Im p  Ker p.

b] MQ si E est de dimension finie, la trace de p est égale au rang de p

a] Soit x(E, x =p(x) +(x-p(x)), or p(x) (Im p et p(x-p(x))=0 donc x-p(x)(Ker p càd E = Im p + Ker p

Soit y(Im p ( Ker p, alors (x tq y=p(x) et p(y) = 0 donc pop(x)=0 or pop=p donc p(x) = 0 = y . cqfd

b] La trace est indépendante de la base, on va donc utiliser la matrice de p dans une base adaptée à la somme directe E = Im p  Ker p. Soit {e1, e2,….er } une base de Im p et {er+1, er+2,….en} une base de Ker p. Dans une telle base, la matrice de p est : A = 
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Conclusion : Le rang de p est égal à la trace de A.

Ex1* Un projecteur de E, espace vectoriel de dimension finie est un endomorphisme p tel que pop=p.

a) MQ, si p et q sont des projecteurs, alors p+q est un projecteur, si et ssi poq=qop=0 

b) Dans ce cas, exprimer Im (p+q) et Ker (p+q) en fonction de Im p, Im q, Ker p et Ker q.

c) Dans le cas où E n’est pas de dimension finie, que reste-t-il?

Ex2** Soit f un endomorphisme de E, espace vectoriel sur le corps K.

a) MQ Ker f  Ker f 2 , et que Im f 2  Im f ..

b) MQ, si E= Im f  Ker f , alors Ker f = Ker f 2 , et Im f 2 = Im f .

c) MQ, si Ker f = Ker f 2, et Im f 2 = Im f alors E= Im f  Ker f .

d) En déduire qu’en dimension finie, Im f 2 = Im f     E= Im f  Ker f .

e) Donner un exemple d’endomorphisme qui ne soit pas un projecteur et tel que Im f 2 = Im f .

Ex3** On donne 2 sous espaces vectoriels I et N de E, espace vectoriel de dimension finie sur K.

a) MQ’on peut définir 4 sous espaces vectoriels  (I  N) , I1 , N1 , et E1 tels que: 

I = (I  N)  I1 , N = (I  N)  N1 et  E= (I  N)  I1  N1  E1.

b) En déduire une CNS pour que   f  EndK(E) tel que I=Im f et N= Ker f .

Ex4** f et g sont des endomorphismes de E espace vectoriel de dimension n, finie sur K.

a) MQ  dim Ker gof  dim Ker f + dim Ker g.

b) Endéduire:  rg(f) + rg(g) - n  rg(gof)

c) MQ      rg (gof)  Inf ( rg(f), rg(g) ).

d) MQ si gof = 0 et si  f + g est bijective, alors, rg(f) + rg(g) = n.

Ex5** Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie (ou non). Une partie  de E est une partie convexe si et ssi  x et y  ,  a et b  R+, a+b=1  (a . x + b . y)  
a) MQ’un sous-espace vectoriel est convexe.

b) MQ  convexe   n,  (xi)i=1..n  En ,  (i)i=1..n  (R+)n , 

=1  

.

c) Exemple: E=C([0,1],R),   = {f / f(0) = 1, et f(1)  0 } est-il convexe?

d) Si E est convexe, la fonction f: E

R est dite convexe si et ssi G={ (x,y) / x, et y f(x) } est un ensemble convexe de E  R. 

MQ f convexe       x, y  ,  R,  [0,1]  f( x+(1-).y)  f(x)+(1-)f(y)

e) MQ f convexe    n,  (xi)i=1..n  En ,  (i)i=1..n  (R+)n , 

=1  

.

Ex6**Si (xn) et (yn) sont 2 suites qui convergent respectueusement vers x et y, alors on dit que la suite de matrices Mn = 

 a pour limite M = 

. 

On donne a R, Trouver la limite quand n   de Mn= 

.

Rem: Il est conseillé d’introduire délicatement n tel que   tan ( n ) = a/n.

Ex7*On suppose que f  EndK(E) vérifie:   n,  (ai)i=0..p  Kn  tel que

.

MQ f est inversible si et ssi a0  0. Déterminer alors l’inverse de f.

Ex8*Soit E = Rn[X]. La base canonique est B = {1, X, X2, ... , Xn }.

a) MQ B ’={ 1, 1+X, 1+X+ X2,...,1+X+...+Xn } est une base de E.

b) Ecrire la matrice de passage R et calculer R-1.

c)Plus généralement, MQ toute famille de (n+1) polynômes dont les degrés sont tous distincts, constitue une base de E 

d) On considère l’application : P

P’ . Ecrire la matrice de  dans la base B puis dans la base B ’.
Ex9***On cons idère un élément u de EndC(Cn). 

On note M sa matrice (M  Mn(C) ) donc M = A+i.B où A et B sont dans Mn(R)).

Cn est aussi un espace vectoriel sur R de dimension 2.n. 

On peut donc associer à u un endomorphisme v  EndR(R2n). dont la matrice dépendra de la base de R2n.

a) Choisir une « bonne base » de R2n .

b) Calculer la matrice V de v dans cette base en fonction des matrices A et B.

Ex10*On pose A = 

. Calculer An.
Ex11***Soit E un K-espace vectoriel dont le dual est noté E*.

On associe à tout couple (,) d’éléments de E* la forme bilinéaire    (Lire«  tensoriel   »)

définie par    (x,y) =  (x)   (y).

a) MQ’on définit bien ainsi une forme bilinéaire sur E.

b) MQ   ( + ’) =    +   ’  et que         ( ) =   .

c) A-t-on           =   .?

d) Soit B = (e1, e2, ..., en) une base de E  et B* = (e1* ,e2*, ...., en*) la base duale.

On pose i,j =ei*ej*, et on note L2(E;K) l’ensemble des formes bilinéaires sur E. MQ la famille des i,j  constitue une base de L2(E;K). En déduire la dimension de L2(E;K). 

e) On associe à tout couple (,) d’élémts de E* la forme bilinéaire    ..-«  extérieur   » -définie par ()(x,y) = (x)(y)- (y)(x), Que peut-on dire de ce produit extérieur

Ex12**On note E = A(R,R) et pour tout a fixé de R, a: x



 INCORPORER Equation.2  
.

a) MQ la famille { a | a R} est une famille libre de E.

b) On définit a par a (f) = f(a). MQ a est un élément du dual E* de E. 

MQ { a | a R} est une famille libre de E*.

c) Que conclure?

Ex13**On donne un endomorphisme u d’un espace vectoriel E. Montrer qu’un hyperplan H de E est stable par u si et ssi les formes linéaires  associée à H sont telles que  ( u soit proportionnelles à , 

c’est à dire qu’il existe  tel ( u =  . .

2. Déterminants.
Revoir:  les acquis de la classe de première année sur les déterminants en dimension 2 ou 3,
Objectifs: étendre la notion de déterminant au cas d’un espace de dimension n.

Rem 1: Le groupe symétrique et la signature d’une permutation sont hors programme.

Rem 2: Dans ce chapitre, les espaces vectoriels sont de dimension finie sur K .

a) Déterminant de n vecteurs.

Définition f est une forme n-linéaire alternée sur E, espace vectoriel de dimension n, 

si et ssi
F est une application de En dans K telle que,


Pour toute famille (a1, a2,......, an ) ( En  (k,  xk ( f(a1, a2,...,xk, ..., an ) est linéaire 

 
et  (k, (j,  k ( j ,  xk = xj ( f(a1, a2,...,xk, ....,xj…., an ) = 0.

Définition Le déterminant de n vecteurs dans une base B = (e1, e2, ..., en) d’un espace vectoriel E de dimension n est ‘det’ , unique forme n- linéaire alternée sur E telle que det (e1, e2, ..., en) = 1.

La démonstration de l’existence du déterminant n’est pas exigible des étudiants.

Théorème Caractérisation des bases : (a1, a2,......, an ) est une base si et ssi det (a1, a2,......, an ) ( 0.

Application Un système de Cramer est un système linéaire de n équations à n inconnues dont le déterminant est non nul. La solution d’un tel système est donnée par les formules de Cramer :

Si (ck )k=1..n désigne les vecteurs colonnes de la matrice A du système et b désigne la colonne du sd membre, alors :        xk = det (c1,….ck-1,b , ck+1,......, cn) / det (A ) .
b) Déterminant d’un endomorphisme.

Proposition :Soit H l’application qui à la forme n- linéaire alternée f sur E associe la forme n- linéaire alternée g sur E définie par g(a1, a2,......, an ) = f(u(a1), u(a2),......, u(an )). H est un endomorphisme d’un espace de dimension 1 . Donc il existe une constante C telle que g = H(f) = C . f.

Définition Le Déterminant de l’endomorphisme u est cette constante C qu’on note det u.

Théorème : Si f est le déterminant de n vecteurs dans une base B = (e1, e2, ..., en) de E , alors le déterminant de u est caractérisé par g (e1, e2, ..., en) = det (u(e1), u(e2),......, u(en )) = C x 1 = det u.

Proposition Déterminant du composé de deux endomorphismes : det ( uov ) = det (u) . det(v) .

Théorème caractérisation des automorphismes : u est un automorphisme si et ssi det(u) ( 0.

Application orientation d’un espace vectoriel réel de dimension 2 ou 3.

c) Déterminant d’une matrice carrée.

Définition Déterminant d’une matrice carrée.

Proposition Déterminant du produit de deux matrices,

Définition si det (M) = 
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 (j,i  est le cofacteur de ai,j.

Proposition : ( j,i = (-1)i+j Ai,j  où Ai,j est le mineur associé à ai,j .

Théorème :Développement par rapport à (une ligne ou) une colonne : det (M) = 
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Proposition : Det tM = Det M (La preuve de cette relation est hors programme).
Théorème : Si M = 
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Définition Deux matrices carrées ( de même dimension) A et B sont semblables si et ssi il existe une matrice inversible P telle que A = P.B.P-1 .

Proposition Deux matrices carrées semblables ont le même déterminant.

Remarque : On peut interpréter P comme une matrice de passage. A et B sont alors les matrices d’un même endomorphisme dans 2 bases de E.
Exemple 1 :


 On donne une famille (x1, x2, ..., xn) de n éléments d’un corps K = R (ou C). 

La matrice de Vandermonde associée à cette famille est la matrice A  Mn(R) dont l’élément courant est : ai,j =( xi )j-1.   Calculer le déterminant n(x1, x2, ..., xn )=detA = det( ai,j ).

Fixons x1, x2, ..., xn-1  qu’on suppose toutes distinctes, et considérons le déterminant de A comme une fonction de l’unique variable x= xn . C’est visiblement une fonction polynôme de degré (n-1) (il suffit de considérer le développement de A par rapport à sa dernière ligne). 

On constate facilement que le coefficient de xn-1 est n-1(x1, x2, ..., xn-1). 

De plus on dispose de n-1 zéros distincts de ce polynôme donc 

n(x1, x2, ..., xn-1,x) = n-1(x1, x2, ..., xn-1). (x-x1) (x-x2)….. (x-xn-1).

Il suffit alors de poser l’hypothèse de récurrence HRk k(x1, x2, ..., xk) = 
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HR2 est vraie, HRn-1 ( HRn donc HRk est vraie pour tout k ( 2.

Si les n valeurs x1, x2, ..., xn ne sont pas toutes distinctes, le déterminant est nul, on peut donc étendre la formule.

Conclusion :    n(x1, x2, ..., xn) = 
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Exemple 2 : Calculer le déterminant (n,n) :        = 

.
Ajoutons toutes les lignes dans la 1ère . (a+(n-1)b) est en facteur, donc  = (a+(n-1)b).
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puis retranchons (b (1ère ligne ) à toutes les autres on obtient  (a+(n-1)b). 
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d’où  = (a+(n-1)b). (a-b)n-1 

Ex1**Calculer le dét  = 
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Ex2***On considère u élément de EndC(Cn). On note M = A+i.B sa matrice. 

Cn est aussi un espace vectoriel sur R de dimension 2.n. 

On peut donc associer à u, un endomorphisme v de EndR(R2n) dont la matrice dépendra de la base de R2n. Calculer le déterminant de v en fonction du déterminant de A et de B.

Ex3**Calculer le déterminant de la matrice M=

  M2n(R).

Ex4*On donne 2 familles (a1, a2, ..., an) et (b1, b2, ..., bn), d’éléments d’un corps commutatif K. 

On pose ci,j = ai - bj .  Calculer le déterminant  = det ( ci,j )

Ex5***Calculer le déterminant  = 
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Ex6**Calculer  = 

.

Ex7** Résoudre et discuter le système :
 
x1 + x2   = 1
 


xp +xp+1 = p     p = 2,....,n-1.

 


x1 + xn   = n

Ex8* Résoudre et discuter le système :
( a + b )  x +( b + c ) y + ( c + a ) z = a + b + c



( a2+ b2) x+( b2+ c2) y +( c2+ a2) z = a2 + b2 + c2


( a3+ b3) x +( b3+ c3) y +( c3+ a3) z = a3 + b3 + c3
Ex9**Résoudre et discuter le système:   
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Ex10**Résoudre, discuter le système (S) et donner une interprétation géométrique des résultats.




c y
- b z 
= p


(S)
-c x

+ a z
= q



b x 
-a y

= r

Ex11**Soit A=

. Calculer A2, A3,...... A258.632.497.658.127.284.265.665.778.154.375 environ.

Ex12**On définit la matrice A par  ai,j = 1 si j  i , et 0 sinon. Calculer A-1 , A2 et A3.

Ex13**On donne les matrices   A1 = 
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 et A2 = 
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a) Calculer A1n pour n  Z.
b) Calculer par toutes les méthodes possibles la matrice inverse de A2. Comparer au résultat obtenu par une bonne machine.
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