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II- REDUCTION DES ENDOMORPHISMES.

Objectifs:  - Etudier les polynômes d’un endomorphisme u et les sous espaces stables par u.


- Etudier les valeurs propres et les sous espaces propres d’un endomorphisme, en dimension finie ou non.


- Etudier les endomorphismes diagonalisables, en  dimension finie.


- Exploiter les résultats obtenus pour l’étude de problèmes issus de l’algèbre, de l’analyse et de la géométrie.

Rem 1: En outre, le programme associe étroitement le point de vue géométrique et le point de vue matriciel.

Rem 2: Dans cette partie, le corps de base K est R ou C. 

1. Sous-espaces stables, polynômes d’un endomorphisme.
a) Sous espaces stables.

Définition: soit F un SEV de E ; F est stable par u ( End E si et ssi u(F) ( F.

Définition: L’endomorphisme de F induit par u est alors v :F ( F défini par (x(F, v(x) = u(x).

Proposition: Si les endomorphismes u et v commutent, Im u et Ker u sont stables par v.

Théorème: Si dim(E) = n est finie, si F est un SEV de E et si B est une base de E adaptée à F, 

F est stable par u ( End E si et ssi la matrice de u dans la base B est de la forme M = 
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La matrice de v, endomorphisme induit, est alors A.

Proposition: Déterminant d’une matrice de la forme M =
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 : det(M) = det (A) . det(D).

Théorème: Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (E1, E2,...., Ep ) une famille de SEV de E dont E est somme directe. Soit B une base de E adaptée à cette décomposition et u ( End E.

{(j=1..p, Ej est stable par u } si et ssi la matrice de u dans la base B est M = diag(A1, A2,...., Ap ).

Théorème: Dans ces conditions, le déterminant de  u est det(u) =det(M) = 
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Proposition: Etant donnée une base d’un espace vectoriel E de dimension finie, caractérisation géométrique des endomorphismes dont la matrice dans cette base est diagonale, ou triangulaire supérieure.

b) Polynômes d’un endomorphisme.

Théorème: La donnée d’un endomorphisme u de E définit un morphisme P

P(u) de l’algèbre K[X] dans l’algèbre L(E).

Proposition: Pour tout élément P de K[X], Im P(u) et Ker P(u) sont stables par u.

Définition: soit P un élément de K[X], P(A) est un polynôme de matrice .

Théorème: Si P est un polynôme de IK[X] et A et B 2 matrices carrées semblables, les matrices P(A) et P(B) sont semblables :    B = Q-1 A Q  ( P(B) = Q-1 P(A) Q

2. Réduction d’un endomorphisme.
a) Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomorphisme.

Définition: Soit E un K-espace vectoriel. D est une droite stable par u( End(E) ( u (D) = D.

Définition: ( ( K est une valeur propre de u( End(E) ( ( x ( 0 tel que u(x) = ( x.

Définition: x ( 0 est un vecteur propre de u ( ( ( tel que u(x) = ( x. (0 : pas vecteur propre)
Définition: les sous espaces propres de u ( End(E) sont E(u) = Ker (u-E) .

Remarque: La notion de valeur spectrale est hors programme.

Proposition: En dimension finie,  est valeur propre de u si et ssi  (u-E ) est non inversible

Définition: l’ensemble des valeurs propres de u est alors appelé le spectre de u et noté Sp (u).

Théorème: Si les endomorphismes u et v commutent, les SEpropres E(u) sont stables par v.

Théorème: Toute famille de p vecteurs propres associés à des valeurs propres 2 à 2 ( est libre.

Théorème: Les SEpropres associés à des valeurs propres 2 à 2 ( sont en somme directe.
Théorème: Soit u ( End(E) et P ( K[X], alors ( ( Sp(u), P() est une valeur propre de P(u).

Théorème: Si P(u) = 0, alors toute valeur propre  de u est un zéro du polynôme P.

Proposition: Eléments propres des homothéties, des projecteurs, des affinités, des symétries.

Théorème: Soit E de dim finie et a(GL(E), u

v=a u a-1 est un automorphisme d’algèbre L(E).

Proposition: u et v = a u a-1 ont mêmes valeurs propres et les SEpropres sont : E(v) = a ( E(u) ).

b) Polynôme caractéristique.

Définition: Soit E de dimension finie. Le polynôme caractéristique de u ( End( E) est 




PC(x) = det (u – x.idE )..

Proposition : Les valeurs propres sont les zéros du polynôme caractéristique.

Théorème: Si F est un SEV de E stable par u, le poly-car de l’endomorphisme de F induit par u divise le poly-car de u

Définition: Ordre de multiplicité d’une valeur propre dans PC(x) = 
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=

-

n

i

i

x

1

)

(

l

 = 
[image: image5.wmf]Õ

=

-

p

j

a

j

j

x

1

)

(

l


Remarque: Le théorème de Cayley-Hamilton (PC(u) = 0 ou PC(M) = 0) est hors programme.

Théorème: Lorsque ce polynôme est scindé sur K, trace(u) = 
[image: image6.wmf]å
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c) Réduction d’un endomorphisme en dimension finie.

Définition: L’endomorphisme u est diagonalisable si et ssi l’espace vectoriel E est somme directe des sous espaces propres E(u), sous espaces vectoriels stables sur lesquels u induit une homothétie

Proposition: u(End(E) est diagonalisable si et ssi il existe une base de vecteurs propres de u.

ou encore si et ssi il existe une base dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Théorème: u(End(E) est diagonalisable si et ssi la somme des dimensions des sous espaces propres de u est égale à la dimension de E.

Proposition: SI le polynôme caractéristique de u (End(E) est scindé et a toutes ses racines simples alors u est diagonalisable, et ses sous espaces propres sont de dimension 1.

Théorème: Pour qu’un endomorphisme u de E soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il annule un polynôme scindé dont toutes les racines sont simples.
Théorème: Si u est diagonalisable, pour tout sous espace vectoriel F de E stable par u, l’endomorphisme de F induit par u l’est aussi.

Théorème: Si le poly-car est scindé, u(End(E) est trigonalisable : Il existe une base telle que la matrice de u dans cette base soit triangulaire supérieure. (théo admis)
Rem : Mis à part les cas élémentaires (en dim 2 ou 3)tout exo de trigonalisation doit comporter une indication

Ex1**(K = R ou C) E est un K-espace vectoriel de dimension n. f est un endomorphisme de E.

On suppose que f 2 = - id. f est-il diagonalisable si K = R? f est-il diagonalisable si K = C?

Trouver alors les valeurs propres de f. Caractériser autrement les sous-espaces propres.

Ex2**(K = R ou C) E est un K-espace vectoriel de dimension n. f est un endomorphisme de E dont toutes les valeurs propres sont distinctes dans K . MQ on peut trouver un élément x0 de E tel que la famille { x0 , f(x0 ), f 2(x0 ),…,f n-1(x0 )} soit une famille libre. Cet élément x0 est-il unique? Quelle est, alors, la matrice de f ?

Ex3**E est un K-espace vectoriel de dimension n. u est un endomorphisme de E. 

MQ si un+1 = 0, alors, un = 0.

Ex4**Soit E = R[X] et a  R . u est l’endomorphisme de E tel que u(P) = Q défini par: Q(X) = 

( X - a )[P ’(X) + P ’(a)]- 2 [P (X) - P (a)].

a] Déterminer le noyau et l’image de u. Donner dim(Ker(u)).  Im(u) est-il un idéal de E ?

b] u est-il injectif ? u est-il surjectif ? 

c] MQ les valeurs propres de u sont dans Z.

d] Déterminer les sous-espaces propres de u.

3. Réduction des matrices carrées.
a) Eléments propres.

Définition: Valeurs propres, SEpropres et spectre d’un élément M de Mn(K) sont définis comme étant les éléments propres de l’endomorphisme u de Kn  canoniquement associé à M.

Théorème: Un élément M de Mn(R) peut être considéré comme élément M de Mn(C); le spectre de M dans R est contenu dans le spectre de M dans C.

Définition:  Le polynôme caractéristique de M ( Mn(IK) est   PC(x) = det (M – x.I)..

Définition: M et M’ sont des matrices semblables si et ssi ( P inversible, telle que M = P M’ P-1. 

Théorème: 2 matrices semblables ont même déterminant, même trace et même poly-car.

Proposition: Les spectres de deux matrices semblables sont identiques.

Interprétation M et M’ sont semblables si et ssi elles sont les matrices d’un même u( End(E) dans des bases B et B’de E. P est alors la matrice de passage de B à B’.

b) Réduction.

Théorème: Tout matrice carrée dont le poly-car est scindé est semblable à une matrice triangulaire supérieure. (théo admis – les étudiants n’ont pas à connaître de méthode générales de trigonalisation)
Définition: Une matrice M est diagonalisable si et ssi M est semblable à une matrice diagonale.

Théorème: Lorsque M est diagonalisable, M s’écrit sous la forme M = PDP-1 , où P est la matrice de passage de B , base canonique de Kn à B’, base de vecteurs propre de M.

§ Application à l’étude, sur des exemples, du comportement des puissances nièmes de matrices.

Application à l’étude de suites numériques satisfaisant à une relation de récurrence linéaire à coefficients constants. On se limitera aux relations de la forme    a un+2 + b un+1 + c un = d

§ Exemple d’emploi de décompositions en blocs (matrices diagonales par blocs, triangulaires par blocs).

Pour les produits par blocs, il convient de se limiter aux matrices de la forme 
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§ Exemples de réduction à la forme diagonale de matrices carrées sur IR ou sur C.

Il convient de donner quelques exemples de matrices non diagonalisables, mais aucune méthode gé,nérale de réduction à la forme triangulaire n’est exigible des étudiants.

Exemple 1 :

 On donne la matrice A=
[image: image9.wmf]-
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a] Déterminer les droites stables par l’endomorphisme u de R3 dont la matrice est A dans la base canonique.

a] Déterminer les plans stables par l’endomorphisme u .
a] le polynôme caractéristique de A est PA(t) = (- t) 3+ tr(A) (-t) 2 + tr(com(A)) (-t) + det(A).

tr(A) = 3, tr(com(A)) = (-14x28+10x41)+(11x14-3x63)+(-11x28+8x41) = 18-35+20 = 3. det(A) = 1.

Donc PA(t) = - t 3+ 3 t 2 -3 t + 1 = -(t-1)3.

On trouve donc un premier sous espace stable par résolution du système (A-I)X = 0=
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Ce système est de rang 2, donc le sous espace propre (donc stable ) associé est de dimension = 1.

Un vecteur directeur en est ( (-3x41+8x15), (12x41-8x63), (12x15-3x63))= (-3, -12, -9).

On peut donc adopter K((1, 4, 3 )  comme premier sous espace stable.

b] Pour déterminer les plans stables, on doit déterminer les sous espaces propres de tA. Cette matrice a les mêmes valeurs propres que A, et tA – I a le même rang que A-I. Le sous espace propre de tA associé à la valeur propre 1 a donc pour dimension 1. La résolution du système (tA-I) ( = 0 donne un vecteur directeur ((-15x27+10x41), (3x27-8x10), (-3x41+8x15)) = (5, 1, -3), donc le plan d’équation cartésienne

    5 x + y –3 z = 0  est stable par l’endomorphisme u.

Exemple 2 :    

On donne A=
[image: image11.wmf]0
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a] Calculer A2 (astucieusement)

b] En déduire les valeurs propres de A. A est-elle diagonalisable? 

c] Déterminer D et P.

a] Soit u l’endomorphisme de Kn de matrice A dans la base canonique {e1, e2, ……,en }.

Alors u(ek) = en+1-k donc u2(ek) = en+1-(n+1-k) = ek d’où u2= id donc A2 = I.

b] Les valeurs propres ( de A vérifient donc (2 = 1 ; càd ( = +1 ou –1. 

De plus le polynôme X2-1 est un polynôme annulateur de A, scindé, n’ayant que des racines simples dans R ou C donc A est diagonalisable. Dans ces conditions, 1 ne peut être la seule valeur propre (car alors A=P.I.P-1 =I ) de même –1 ne peut être la seule valeurs propre et donc 1 et –1 sont valeurs propres.

c] Pour déterminer D, il faut connaître les rangs de A-I et de A+I. 

Si n = 2p      est paire,   le rang de A-I est p, le rang de A+I est p.

Si n = 2p+1 est impair, le rang de A-I est p, le rang de A+I est p+1.

Il suffit de constater que la kème colonne de A-I (resp : A+I)est l’opposé de (resp : égale à) la (n+1-k)ème 

pour k=1, 2, …p, puis que la (p+1)ème colonne de A-I est nulle lorsque n est impair….

Pour déterminer P, il faut résoudre les systèmes (A-I)X=0 et (A+I)X=0.

P = 
[image: image12.wmf]÷
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    D = 
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 ………..A terminer en exercice, préciser le « milieu ».

Ex1**A est une matrice (n,n) à éléments dans K = R ou C telle que A4=I. Etudier et discuter la diagonalisabilité de A suivant que K=R ou C. 
Ex2**A est une matrice (n,n) à éléments dans C telle que A3 = I. Diagonaliser A.

Ex3**Soit A une matrice (3,3) à éléments dans K = R ou C.

MQ que le polynôme caractéristique de A est PA(t) = - t 3+ tr(A) t 2 - tr(com(A)) t + det(A).

Si A est une matrice (n,n), MQ le polynôme caractéristique de A est 


PA(t) = (- t) n+ tr(A) (-t) n-1 +........+  tr(com(A)) (-t) + det(A).

Ex4**Déterminer les matrices B qui commutent avec A = 
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Lorsque K = R ou C, résoudre dans M3 (K) l’équation X 2 = A.

De même, résoudre dans M3 (K) l’équation X 3 = A.

Ex5**A et B sont 2 matrices (n,n) à coefficients dans K, et  est un élément fixé de K. Discuter et résoudre l’équation :        X  M(n,n)(K),           .X + tr(X) A = B

Ex6**A et B sont 2 matrices (2,2) à coefficients dans K, diagonalisables.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour qu’il existe une matrice XM(2,2) telle que AX=XB.

Généraliser dans M(n,n).
Ex7*Soit AM(2,2)(C) telle que tr(A)0. MQ M commute avec A si et ssi M commute avec A2.

Ex8***Soit A=
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M(2,2)(C). On note 1 et 2 les valeurs propres,  ou non, de A. On donne une fonction f de la variable complexe z, à valeurs dans C, par son développemt en série entière : 

f(z) =

 de rayon de convergence R.

a] MQ si 1 2 et sup(|1 |, |2 |) < R, alors la série

converge. On notera S(A) la somme de cette série qu’on calculera en utilisant I, A, et f .

b] MQ si 1 = 2 =  et si | | < R, alors la série 

 est convergente. On calculera S(A) en utilisant I, A, et les fonctions f et f ’.

c] On pose ainsi exp(A) = 

. Calculer exp( I ) et exp( r I ).

d] Exprimer exp(A) en fonction de I, A, 1 et 2 lorsque 1 2.

e] Exprimer exp(A) en fonction de I, et de H=A-  I lorsque 1 =2 =.

f] Quelles sont les valeurs propres de exp(A).

g] Peut-on trouver une matrice XM(2,2)(C), telle que exp(X) = 0 ?

h] Peut-on trouver une matrice inverse de la matrice exp(A) ?

Ex9*** 

a] Mêmes questions avec f(z)= 





b] ____id____ avec f(z)= 


Ex10**On donne la matrice A=
[image: image16.wmf]9
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 . Déterminer  XM(3,3)(C) telles que X2 = A.

Ex11** On donne la matrice A=
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 . Déterminer   XM(3,3)(C) telles que X2 = A.

Ex12*-*On donne la matrice A=
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. Discuter suivant les valeurs de a, b, c la diagonalisabilité de A. Donner alors D et P. Que faire lorsque la matrice A n’est pas diagonalisable.

Ex13**La matrice A=
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 est-elle diagonalisable?

Ex14*Soit A = 
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. Calculer A n lorsque n  Z.
Ex15*les suites (u n), (v n), et (w n) sont telles que 

u n+1 = 7. u n + 3. v n 

v n+1 = 3. u n + 7. v n + 4. w n
w n+1 =            4. v n + 7. w n 

Déterminer (u n), (v n), et (w n) lorsqu’on impose u 0 = - 4, v 0 =1 , et w 0 = 3.

Ex16*

On donne la matrice A=
[image: image21.wmf]÷
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Calculer A n de plein de manières différentes. Généraliser pour la matrice (p,p)

A = 
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