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III- ESPACES EUCLIDIENS, GEOMETRIE EUCLIDIENNE.

Revoir:  les acquis de la classe de première année sur le produit scalaire, les espaces vectoriels euclidiens de dimension 2 ou 3 et la géométrie euclidienne du plan et de l’espace.

Objectifs:
- Etendre ces notions au cas des espaces euclidiens de dimension n; étudier la réduction des endomorphismes autoadjoints dans une base orthonormale.


- Maîtriser les relations entre le point de vue géométrique (vecteurs, endomorphismes autoadjoints, automorphismes orthogonaux) et le point de vue matriciel.


- Exploiter les résultats obtenus pour l’étude de problèmes issus de l’algèbre et de l’analyse.

Rem: Il convient d’illustrer les notions et les résultats sur les espaces vectoriels euclidiens par de nombreuses figures.

1. Espaces préhilbertiens réels ou complexes.
a) Produit scalaire.

Définition: Soit E un R espace vectoriel. Un produit scalaire (x,y) 

 (x|y) ou <x | y>, sur E est une forme bilnéaire symétrique, non dégénérée, positive.

Définition: On dit alors que E est un espace préhilbertien réel.

Notation On note ||x||2 = 
[image: image132.png]


 ou ||x||
Théorème: Inégalité de Cauchy-Schwarz : <x | y> (  ||x||  ||y||.

Théorème: inégalité triangulaire : ||x+y|| (  ||x|| + ||y||.

Définition: x 

 || x || définit une norme sur E. d(x,y) = || x – y || est la distance associée.

Théorème: Si ||x|| = 
[image: image2.wmf]ñ
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 alors <x | y> = ½ (||x+y||2 - ||x||2 - ||y||2. (formule de polarisation).

Remarque: L’étude de ces notions doit être illustrée par de nombreux exemples,

Proposition: Le produit scalaire canonique de Rn est <x | y> = 
[image: image3.wmf]å
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Proposition: produits scalaires usuels sur les espaces de fonctions

Définition: Soit E un C espace vectoriel Un produit scalaire (x,y) 

 (x|y) ou <x | y> sur E est une une forme sesquilinéaire (linéaire à droite, semi-linéaire à gauche); possédant la symétrie hermitienne, non dégénérée, positive.

Définition: On dit alors que E est un espace vectoriel préhilbertien complexe.

Notation On note ||x||2 = 
[image: image4.wmf]ñ
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 ou ||x||
Théorème: Inégalité de Cauchy-Schwarz : <x | y> (  ||x||  ||y||.

Théorème: inégalité triangulaire : ||x+y|| (  ||x|| + ||y||.

Définition: norme et distance associées

Théorème: ||x+y||2 = ||x||2 + ||y||2 + 2 Re(x|y).

Remarque: L’étude de ces notions doit être illustrée par de nombreux exemples,

Proposition: produit scalaire canonique de Cn : <x | y> = 
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Proposition: produit scalaire (f,g) 

 (f | g)= 

 dans C([a,b],C).

Proposition: produit scalaire (f,g) 

 (f | g)= 

 dans l’espace vectoriel C2 des fonctions continues 2-périodiques sur R à valeurs complexes.

b) Orthogonalité.

Définition: Un vecteur unitaire est un vecteur x tel que  ||x|| = 1

Définition: x et y sont des vecteurs orthogonaux si et ssi <x | y> = 0.

Définition: F et F’ sont des sous espaces vectoriels orthogonaux si et ssi (x(F, (y(F’, <x | y> =0.

Théorème: Fo (ou 

), orthogonal d’un sous espace vectoriel F de E = {x / (y(F, <x | y> =0 }.

Définition: La famille {xi }i(I est une famille orthogonale si et ssi (i, (k ( i, <xi | xk > =0.


La famille {xi }i(I est une famille othonormale si et ssi (i, (k , <xi | xk > = (i,k .

Théorème: de Pythagore : Soit {xi }i(I une famille orthogonale finie, alors 
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Définition: F et F’ sont des sous espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux 


si et ssi F ( F’ et E = F ( F’.

Définition: (Fi)i([1,n] est une somme directe orthogonale d’une famille finie de sous espaces vectoriels si et ssi (i=2..n, Fi ( 
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Proposition: Si E = F1 ( F2 et F1 ( F2 alors tout vecteur x de E se décompose de manière unique en une somme x = x1 +x2 , x1( F1 est la projection orthogonale de x sur F1 .

Théorème: Extension des notions précédentes aux espaces préhilbertiens complexes.

Exemple 1 :      On note E= C([-,+],C), et (f|g) = 
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MQ on définit ainsi un produit hermitien sur E.

 Bien sûr, (f ,g ) ( (f|g) = 

 est une application de E2 dans C
On sait que 
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 (symétrie hermitienne)

De plus 
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 par linéarité de l’intégrale.

La symétrie hermitienne assure la semi-linéarité à gauche Donc la forme est bien sesquilinéaire.

Par ailleurs (f | f) = 
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Enfin, si (f | f) =
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 = 0, alors la continuité de f impose f=0, car si l’intégrale d’une fonction F positive continue est nulle, alors la fonction F est nulle.

Ex1****Sur Rn muni d’une norme N, MQ: N est une norme euclidienne 


 x  Rn, y  Rn,             N2(x+y)+N2(x-y)=2[N2(x)+N2(y)].

Ex2** E est l’ensemble des matrices (n,n) à éléments dans R. On note tr(A) la trace de la matrice A.

a] MQ tr (AB) = tr (BA) et que (A , B) 

tr (tAB) est un produit scalaire sur E.

b] MQ toute matrice symétrique est orthogonale à toute matrice anti-symétrique.

c] MQ, ||A||2 = 

.

petit complément :

d] MQ (A , B) 

tr (AB) est une forme bilinéaire symétrique sur E.

e] MQ toute matrice symétrique est orthogonale à toute matrice anti-symétrique.

f] MQ si A est symétrique, tr (A2 )= 

.et quesi A est anti-symétrique,   tr (A2 )= -

.

2. Espaces euclidiens.
a) Bases orthonormales.

Définition: Un espace vectoriel euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Théorème: Dans un espace vectoriel euclidien, il existe des bases orthonormales,

Théorème: On peut compléter une famille orthonormale en une base orthonormale.

Proposition: Toute forme linéaire ( sur un espace vectoriel euclidien E s’écrit de manière unique sous la forme ((x) = <a|x> où a est un vecteur de E.

Théorème: Dans une base orthonormale {ei}i(I , les coordonnées de x sont < ei | x>, la norme du vecteur x est ||x|| = 
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, et le produit scalaire de deux vecteurs est <x | y>
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Théorème: Dans une base orthonormale la distance de deux points est d(x,y) = 
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b) Projections orthogonales.

Théorème: Dans un espace préhilbertien réel (de dimension finie ou non), l’orthogonal F( d’un sous espace vectoriel F de dimension finie est un supplémentaire de ce sous espace vectoriel, appelé supplémentaire orthogonal de F;

définition: Projection orthogonale pF(x) d’un vecteur x de E sur F.

Théorème: Lorsque E est de dimension finie,     dim F( + dim F = dim E   et     F(( = F.

Proposition: Expression de pF(x)  lorsque F est muni d’une base orthonormale (e1,e2,.......en): pF(x)=.


Définition: distance d(x,F) d’un élément x de E à F.

Théorème: (Expression de cette distance à l’aide de pF(x) ) la fonction qui, à tout élément z de F associe ||x-z|| atteint son minimum en un point et un seul, à savoir pF(x);

Théorème: relation ||x||2=|| pF(x) ||2+ d(x,F) 2.

Proposition: Inégalité de Bessel:               .


Théorème: Extension des notions précédentes au cas des espaces préhilbertiens complexes.

Exemple 1 :      On note E= C([-,+],C), et (f|g) = 
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a] On a déjà montré qu’on définit ainsi un produit hermitien sur E.

b] MQ la famille { ei n x / n(Z } est une famille orthogonale et en déduire une famille orthonormale.

c] MQ les deux sous-espaces vectoriels [ei n x, e -i n x ] et [cos n x, sin n x ] sont identiques, et en déduire une famille orthonormée utilisant des sin et cos.

b] Si p ( n, 
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    Si p = n, 
[image: image27.wmf]ò

+

-

p

p

dx

e

e

inx

inx

.

___

= 2(. Donc la famille { 
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ei n x / n(Z }est une famille othonormale.

c] Les formules d’Euler donnent le résultat….Il suffit donc d’orthonormer la famille {cos n x, sin n x}.
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 = 0 car la fonction sin est impaire. 
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De même  
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sin(nx)} est orthonormée.

Exemple 2 : Les polynômes de Tchebychev.
a] MQ (f,g) 
[image: image36.wmf]a

(f | g) = 

 définit un produit scalaire sur C([-1,1],R)

b] On pose x= cos ( et Tn(x) = cos n (. MQ on définit ainsi une suite de polynômes Tn de d° n dont on  précisera le terme de plus haut degré.

c] MQ la suite de polynômes Tn est une famille orthogonale. Donner une suite orthonormée Pn .

d] MQ les polynômes Tn sont solutions de l’équation différentielle  (E)  (x2- 1) y ’’ + .x.y ’ - n2 y = 0

e] Préciser les zéros des polynômes Tn.

a] très classique

b] On peut soit faire une démonstration par récurrence sur n , soit linéariser cos n. = Re(ein() 

= Re((cos ( +i sin ( )n) =
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On en déduit Tn(X) = 
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£

-

-

-

n

k

k

n

k

k

n

k

X

X

C

2

2

2

2

)

1

(

)

1

(

 . On reconnaît un polynôme de degré au plus n.

On peut aussi exploiter Tn+1(X) = 2X.Tn(X) - Tn-1(X). Le coef de Xn+1 dans Tn+1(X) est donc 2 x Le coef de Xn dans Tn(X). Une récurrence facile donne alors coef de Xn dans Tn(X) = 2n-1.

c] (Tn | Tk ) = 
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(Tn | Tn ) = 
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Donc Pn = 
[image: image49.wmf]n

T

p

2

 définit une suite de polynômes orthonormés.

d] Effectuons le changement de variable x = cos ( dans l’équation différentielle (E).

y’ = 
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Donc (x2- 1) y ’’ = -sin2( [
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L’équation (E) devient donc (E1) - 
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cos(n() est en effet solution de (E1)

e] Tn(x) = 0 ( {cos(n() = 0 et x = cos(} ( ( = {
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 et x = cos( }( xk = 
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Lorsque k varie de 0 à (n-1), xk prend n valeurs distinctes dans l’intervalle [-1, 1] donc l’ensemble des zéros de Tn , polynôme de degré n, est exactement {xk = 
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Ex1**Soit A une matrice dont on note       C1, C2, ...., Cn les colonnes. On associe à ces colonnes les vecteurs c1, c2, ...., cn de Rn muni de sa structure euclidienne canonique. 

On orthonormalise la famille c1, c2, ...., cn par la méthode de Schmidt.

a] Interpréter les manipulations effectuées, à l’aide de produits à droite de la matrice A, par une suite de matrices convenables. 

b] Exprimer alors A en fonction d’une matrice orthogonale.

c] En déduire une méthode d’inversion de la matrice A.

Ex2*On donne un espace euclidien E, et un hyperplan H par son équation cartésienne: 

=0. Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur H. La diagonaliser.
Ex3** Les polynômes de Legendre sont définis par:  Ln(t) = 

, n  N .

a] MQ on définit ainsi une suite de polynômes orthogonaux pour le produit scalaire (f | g) = 

, (on précisera le terme de plus haut degré de Ln ).

b] MQ 

. et en déduire une suite orthonormée Pn .

c] MQ ces polynômes Ln sont solutions de l’équation différentielle (E) (x2- 1) y ’’ + 2x.y ’- n (n+1) y=0

d] Développer la fonction f(x)= |x| en série de polynômes de Legendre.

Ex4** Les polynômes de Laguerre sont définis par Ln,a(t) = et t-a  

 où a  0

a] MQ on définit ainsi une suite de polynômes de d° n dont on précisera le terme de plus haut degré

b] MQ cette suite de polynômes est une famille orthogonale pour le produit scalaire 

(f | g) = 

. Donner une suite orthonormée.

Ex5** Les polynômes de Hermite sont définis par Hn(t) = 

.

Mêmes questions a] b] que ci-desssus, avec (f | g) = 

.

c) Endomorphismes symétriques, orthogonaux.

Remarque: Dans ce paragraphe, les espaces vectoriels considérés sont des espaces euclidiens 

Définition: u est un endomorphisme symétrique (ou autoadjoint) si et ssi 


(x, (y, <u(x)|y> = <x|u(y)>.

Théorème: Les endomorphismes symétriques constituent un sous espace vectoriel de L(E).

Proposition: Les projecteurs orthogonaux sont caractérisés par les relations p2=p et p symétrique.
Définition: un automorphisme orthogonal d’un espace vectoriel euclidien E est un automorphisme de E conservant le produit scalaire, càd tel que (x, (y, <u(x)|u(y)> = <x|y>.

Théorème: Il est aussi caractérisé par la conservation de la norme càd (x, ||u(x)|| = ||x||.

Théorème: Un automorphisme orthogonal est caractérisé par la propriété : l’image d’une base orthonormale est une base orthonormale (ou encore l’image de toute base orthonormale est…).

Définition: L’ensemble des automorphismes orthogonaux est le groupe orthogonal O(E);

Définition: Si E = F1 ( F2 et F1 ( F2,alors l’image de x = x1 +x2 par la symétrie orthogonale par rapport à F1 est y = x1 - x2. Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan.

Remarque: L’étude générale du groupe orthogonal est hors programme.
Définition: Une matrice carrée M est une matrice orthogonale si et ssi M est la matrice d’un automorphisme orthogonal dans une base orthonormale.

Définition: L’ensemble des matrices orthogonales est le groupe orthogonal O(n).
Théorème: Caractérisation des matrices orthogonales par leurs vecteurs colonnes.

Définition: Les matrices orthogonales sont définies à partir de l’automorphisme de Rn associé.

Proposition: Caractérisation des matrices orthogonales par : tM M=In  ou bien M tM =In.

Théorème: Si M est la matrice de l’endomorphisme u dans une base orthonormale, u est un endomorphisme symétrique si et ssi M = tM

Théorème: Si M est la matrice de l’endomorphisme u dans une base orthonormale, u est un automorphisme orthogonal si et ssi M tM = In.

Définition: Changement de base orthonormale : La matrice de passage est orthogonale.

Théorème: Le déterminant d’une matrice orthogonale est (1 .

Théorème: Le déterminant d’un automorphisme orthogonal est (1 .

Théorème: Le déterminant d’une réflexion est -1.

Définition: SO(n) = {M | M(O(n) et det(M) = 1} est le groupe spécial orthogonal.
Remarque: La notion de rotation ne figure au programme qu’en dimension 2 et 3.

d) Réduction des endomorphismes symétriques.

Proposition :. Si u est symétrique, alors les sous espaces propres  de u sont orthogonaux .

démo : Notons ( et ( deux valeurs propres distinctes de u,  x(E( , et y(E( .

Alors (u(x)|y) =  ((.x | y) = (x|u(y)). =(x | (.y) donc (.(x | y) =(. (x | y) or ( ( (, donc (x|y) = 0.

Conséquence : On peut introduire le sous espace vectoriel F =
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 somme directe des p sous espaces propres orthogonaux Ei , SEP de u associés aux p valeurs propres réelles distinctes de u. On a alors F ( E.

Dans ces conditions, F est un sous espace stable par u.

Proposition :. Si F est un sous-espace stable par u, alors F(, sous-espace orthogonal de F, est lui aussi stable par u.

démo : L’hypothèse est «  pour tout x(F, alors u(x) ( F ».

Considérons y( F(, alors pour tout z dans F, (z|y) = 0. 

Mais aussi pour tout x dans F, (x|u(y)) = (u(x)|y) = 0 puisque z=u(x)(F. Donc u(y)( F(.

Conséquence : Le supplémentaire orthogonal de F est stable par u.

Notons v l’endomorphisme induit par u sur F(, alors v est un endomorphisme symétrique n’ayant plus aucune valeur propre réelle (puisque si ( est une valeur propre de v, c’est aussi une valeur propre de u ).

Proposition :. La matrice d’un endomorphisme symétrique n’a que des valeurs propres réelles.

démo : La matrice A est carrée réelle symétrique. Elle peut donc être considérée comme la matrice de u endomorphisme de IRn euclidien muni de sa base orthonormée canonique,

A est aussi la matrice de û endomorphisme de Cn préhilbertien complexe, û possédant alors la symétrie hermitienne (û(x)|y) = (x|û(y)), pour le produit scalaire canonique (x|y) = 
[image: image65.wmf]å

=

n

i

i

i

y

x

1

.

Soit donc x ( Cn, un vecteur propre de û associé à la valeur propre ( ( C. Notons w = û-( id , alors

(w(x)|w(x))=0 peut s’écrire matriciellement  t(
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Alors   t
[image: image74.wmf]X

 t
[image: image75.wmf]W

W X = t
[image: image76.wmf]X

 W t
[image: image77.wmf]W

 X = t(
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 X ||2 = 0 , donc 
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 X = 0. 

Si donc x est vecteur propre de û pour la valeur propre (, alors ce même x est aussi vecteur propre de û pour la valeur propre 
[image: image82.wmf]l

… Donc ( = 
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Les valeurs propres d’un endomorphisme symétrique sont toutes réelles.

Conséquence : L’endomorphisme induit v ne peut donc pas exister ou encore F( = {0} donc F = E.

Théorème: Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E, alors E est somme directe orthogonale des sous espaces propres de u;

Théorème: en particulier, u est diagonalisable dans une base orthonormale.

Proposition: Diagonalisation d’une matrice symétrique au moyen d’une matrice orthogonale.

Méthode : Recherche d’une équation réduite d’une conique, d’une quadrique définie par une équation cartésienne dans un repère orthonormal

Exemple 1: 

Une rotation R est donnée par sa matrice R  M(3,3)( R ).

L’angle de cette rotation est , l’axe est défini par un vecteur normé 

.

a] MQ la trace de R est 1+2.cos().

b] MQ si 

=0, alors  R(

) = 


c] MQ 

E,  

 tels que 

, 

 et 


d] MQ 

E, R(

) = 

+

.

e] En déduire R(

)-R -1(

) = 2


f] En déduire qu’il existe p,q,r tels que     R - tR =

, 

et en déduire une méthode pour déterminer très facilement l’axe de la rotation.

g] Ex: déterminer a, b, c pour que la matrice R=

 soit une matrice de rotation dont on déterminera l’axe et l’angle.
a] Dans une base orthonormée (
[image: image84.wmf]k

j

i

r

r

r

,

,

) où 

est un vecteur directeur de l’axe de la rotation, sa matrice est R = 
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. La trace, invariante par changement de base, est donc Tr(R) = 1+2.cos()

b] si 

=0, posons 
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étant toujours un vecteur directeur de l’axe de la rotation, alors la famille (
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) est une base orthonormée  R(

) = 
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c] Posons 
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d] Dans ces conditions, R(

) = R(
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D’où R(

) = =

+

.

e] On en déduit alors R(

)-R -1(

) = 2

 car R -1(

) est obtenue en changeant ( en -(.

f] Soit 
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 un vecteur fixe de composantes ((, (, () dans une base orthonormée directe.

Considérons l’application 
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La matrice de 
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) est R - tR, car une rotation est une isométrie donc

R - tR = 2 sin( 
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Disposant d’une matrice de rotation, on calcule la trace qui donne donc cos(.

On calcule ensuite R - tR qui donne (p, q, r ) d’où on tire un vecteur directeur normé ((, (, () = 
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(p, q, r ) = 2 sin( ((, (, () donne alors sin (. Disposant de sin ( et cos(, on peut donc calculer ( [2(].

g] R = 

. Pour obtenir la 3ème colonne, on fait le produit vectoriel des deux 1éres .

D’où R = 
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 et R - tR = 
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On en tire d’une part 1+2.cos() = 
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d’autre part p = 
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En utilisant Maple® , on obtient aisément cos(() = -0,41545 et sin(() = 0,90962

d’où 
( =   1,9992 et ((, (, () = (-0,8375, -0,5417, -0,0713) = 
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ou encore
( = -1,9992 et ((, (, () = ( 0,8375,  0,5417,  0,0713) = 
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Exemple 2 :

On donne A=
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a] A est-elle diagonalisable?

b] Déterminer les valeurs propres de A. c] Déterminer D et P.

a] On a déjà vu (cf page 9) que A est diagonalisable. On peut cependant remarquer que la matrice A est carrée réelle symétrique, donc elle est diagonalisable à l’aide d’un changement de base orthonormée.

b] On a déjà vu que +1 et –1 sont les seules valeurs propres. On peut de plus remarquer que, puisque A est diagonalisable, elle est semblable à D, avec +1 et –1 sur la diagonale

c] Lorsque n est paire, la trace de A est 0 donc il y a autant de 1 que de –1 sur la diagonale de D.

Lorsque n est impaire, la trace de A est +1 donc il y a un 1 de plus que de –1 sur la diagonale de D,

Pour prendre en compte le fait que A est carrée réelle symétrique, on doit choisir une matrice de passage P orthogonale.

P = 
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    si n est pair.

P = 
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 si n est impaire.

Ex1**Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K = R ou C. f étant une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, on donne un sous-espace vectoriel F non isotrope (c’est à dire E = F  F( ).

a] Montrer qu’il existe un unique automorphisme SF de E, orthogonal relativement à f et tel que 

SF (x) = 

. MQ SF  SF = id.

b] Soit H un hyperplan non isotrope de E, et 

 , 

H(.  MQ 

E, SH (

) =


Ex2***Soit A= (ai,j ) une matrice orthogonale. Montrer que 

 n.

Ex3*** Cn est hermitien canonique. 

On donne une matrice carrée inversible A dont les colonnes sont notées 


a] MQ | det A |  

.

b] MQ il y a égalité si et ssi  i  j , 


Ex4*Soit E un espace euclidien et f End(E). MQ si f est symétrique, alors l’application  définie par  (x,y)=( f(x) | y) est une forme bilinéaire symétrique.

Ex5***On note E= C([-,+],C), et (f|g) = 

. on sait qu’on définit ainsi un produit hermitien sur E. On considère alors l’application A: E définie par A(f)=F telle que F(x) = 

.

a] MQ on peut déterminer une fonction 

K: [-,+]  [-,+]  C (ou R) telle que F(x) = 

. Expliciter K.

b] Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Ex6***Soit E un espace euclidien et u un automorphisme orthogonal de E. En utilisant l’endomorphisme v = u + u*, MQ on peut définir une base orthonormale B’ telle que la matrice de u dans cette base soit M = diag( Ip, -Iq, R1(1), ...., Rs(s) ), matrice diagonale par blocs, où les blocs Ri(i) sont des matrices de rotations de M2(R).

Ex7** matrice de Gramm Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Le produit scalaire sera noté x.y ou (x|y). A toute famille de p vecteurs (x1, x2,....., xp), on associe la matrice carrée réelle symétrique G(x1, x2,....., xp),  d’élément générique gi,j = (xi|xj ).

a] Si p = n, montrer que   det G = (det(x1, x2,....., xn))2.

b] Si p = n-1, exprimer det (G) en fonction de ||(x1( x2(.....( xn-1)||.

c] Dans le cas général, MQ le rang de G est indépendant de l’ordre des vecteurs, 

et en déduire que  rg (G) = rg (x1, x2,....., xp).

d] MQ  (x1, x2,....., xp), det (G)  0.

e] On suppose la famille {x1, x2,....., xp} libre, et on désigne par F le sous-espace engendré. On désigne par  la projection orthogonale sur F. MQ  x  E,  

.

f] MQ  (x1, x2,..., xp),      det ( G (x1, x2,..., xp))

. 

En déduire ||x1( x2(.....( xn-1||  || x1 ||. || x2 ||...... || xn-1 ||; quand a-t-on égalité?

Ex8****Soit A  Mn(R). On note k les déterminants extraits obtenus en prélevant les k 1ères lignes et 1ères colonnes de A. On note Tinf (resp Tsup )l’ensemble des matrices triangulaires inférieures (resp : supérieures) On suppose que ( k, k ( 0, et on pose  = diag(1, 2132nn-1).

a] MQ il existe un unique couple (Tf,Ts), Tf (Tinf et Ts (Tsup et de diagonales I, telles que A = Tf . Ts
b] Soit A  Mn(R). On suppose que A est symétrique définie positive (SDP) càd que la forme bilinéaire de matrice A est définie positive. Montrer que, ( k, k >0.

c] Monter qu’alors, Tf = t Ts, en déduire qu’on peut trouver une matrice T( Tsup telle que A= t T.T.

d] Ecrire les formules précisant l’algorithme de construction de la matrice T.

Remarque: Si A n’est pas SDP, par contre, dés que A est inversible, tA.A est SDP, ce qui permet de résoudre les systèmes A.X = B, en passant par tA. A.X = tA. B.

Exemple 3 :
Réduction des coniques
Etudier la conique (C) d’équation f(x,y) = x2+ y2 –6xy + 8
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Posons q(x,y) = x2+ y2 –6xy et introduisons les matrices A = 
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A est carrée réelle symétrique donc est diagonalisable à l’aide d’un changement de base orthonormée.

Un calcul élémentaire donne P = 
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Alors, avec  X = PX’, on a (q(x,y) ) = tX A X  = tX’ tP A P X’= tX’ D X’.

D’où f(x,y) = -2x’2 + 4 y’2 + 8 ( x’+y’) - 2 = -2 (x’-2)2 + 4 (y’+1)2 +8 – 4 –2

Finalement, en posant 
x’’ = x’-2 = 
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y’’ = y’+1 = 
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 l’équation de la conique (C) est         ...2 x’’2 – 4 y’’2 = 2..  dans le repère (O’’, x’’, y’’). 

C’est donc une   hyperbole de centre  le point x’ = 2 , y’  = -1 

c’est à dire 
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 donc x0 = 
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