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VI- GEOMETRIE DIFFERENTIELLE.

Objectif triple :

1)- Consolider l’étude des courbes planes abordée en classe de 1ère année, tant du point de vue affine (étude locale et asymptotique) que métrique (abscisse curviligne, repère de Frenet, courbure).

Aucune connaissance sur l’expression de la courbure en cartésiennes et en polaires n’est exigible des étudiants

2)- Exploiter les résultats obtenus sur les fonctions à valeurs vectorielles pour l’étude cinématique et géométrique des courbes de l’espace. Le repère de Frenet, la courbure et la torsion sont hors programme ; il en est de même pour la cinématique du solide, dans le plan et dans l’espace.

3)- Exploiter les résultats obtenus sur les fonctions de 2 ou 3 variables pour la définition et l’étude des surfaces et utiliser les techniques lièes aux équations et systèmes différentiels pour l’étude des courbes tracées sur une surface.

1. Courbes du plan et de l’espace.

Objectif : - La démarche du programme est de partir du point de vue cinématique (donnée d’un paramétrage) et d’introduire la notion de propriété géométrique en étudiant l’effet d’un changement de paramétrage.

Dans ce chapitre, on considère des fonctions f à valeurs dans un espace vectoriel normé F de dimension ( 3, de classe Ck sur un intervalle I avec k>0 .

a) Courbes paramétrées.

Définition: Courbe paramètrée (ou arcs paramètrés) de classe Ck .
Interprétation cinématique : mouvement, vitesse, accélération
Définition: Effet d’un changement de paramétrage, paramétrage admisssible. 

Définition: Trajectoire d’un mouvement, orientation.

Définition: Point régulier.

Les changements de paramétrages sont supposés de classe Ck ainsi que leurs applications réciproques.

b) Etude locale d’un arc orienté ( de classe Ck .

Définition: Tangente en un point A de ( . Existence d’une tangente en un point régulier.

Définition: Tangente en un point A dans le cas d’une courbe plane, si l’un au moins des vecteurs dérivés est non nul.

Rem : L’étude locale en un point où tous les vecteurs dérivés sont nuls est hors programme.

c) Etude métrique d’un arc orienté.

Dans ce paragraphe, on suppose que F est un espace Euclidien.

Définition: Vecteur unitaire de la tangente pour un arc régulier orienté (.

Définition: Abscisse curviligne. Fonction s de classe C1 sur I telle que s’ = || f’ ||2 .

Théorème: L’abscisse curviligne est un paramétrage admissible.

Définition: Paramétrage normal d’un arc.
Rem : La longueur d’un arc est définie à l’aide de l’abscisse curviligne. Aucune connaissance spécifique sur une définition géométrique de cette longueur n’est éxigible des étudiants.

§ Exemples d’étude de courbes paramétrées du plan ou de l’espace

Exemples d’emploi de paramétrage d’ensembles du plan ou de l’espace définis par des conditions géométriques.

A travers le programme d’analyse, il convient d’exploiter le langage de la géométrie différentielle.

Exemples d’emploi d’une base orthonormale mobile pour le calcul de la dérivée d’une fonction vectorielle.

Rem : Aucun énoncé général sur la dérivation d’une base orthonormale mobile n’est exigible des étudiants.

Exemples d’études de propriétés métriques de courbes planes (longueur d’un arc, repère de Frenet, courbure)

Exemple 1 :

 On donne la sphère d’équation  

(S)  x2 + y2 + z2  = R2
 
et le cylindre d’équation   

(C)  x2 + y2 - R x = 0.

a] Déterminer  des équations paramétriques de la fenêtre de Viviani, intersection de (S) et (C ).

b] Etudier ses projections sur les divers plans de coordonnées.

a] Posons x = r cos (, y = r sin (, avec (( [- (, +(] .

Alors le système {(S), (C )} devient  { r2 + z2 = R2  , r2 - R.r cos ( = 0 }

qui est équivalent à { r = 0 et z = (R} ou { r = R cos ( et z2 = R2 – R2 cos2 ( = R2 sin2 ( }

z2 = R2 sin2 ( donne z = (R sin ( . On peut ne conserver que z = +R sin ( avec (( [- (, +(]

Un paramétrage de la courbe ( ( ) = (S) ( (C ) est donc 
[image: image98.png]



b] On peut limiter le domaine d’étude à (( [ 0, (] car ( ( ) est symétrique par rapport à l’axe Ox

Et même à (( [ 0, (/2] car ( ( ) est symétrique par rapport au plan xOy (changer ( en ((-())

La projection sur le plan xOy est le cercle x2 + y2 - R x = 0.

La projection sur le plan xOz est contenue dans la parabole z2 + R x = R2, avec |z| (R.

La projection sur le plan yOz est définie par F(() =
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Les symétries déjà étudiéesdonnent des symétries par rapport à O et par rapport à Ox.
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F(() =
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donne le tableau de variations 

[image: image96.png]


Points singuliers
F’(() =
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F’’(() =
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y’=z’=0 n’a pas de solution sur [ 0, (/2].

Par contre y’’=z’’= 0 a pour solution ( = 0.

Il y a donc un point singulier en (0,0)

Le calcul de F’’’ ou un développement limité à l’ordre 3 de F assure p=1, q=3 donc le point singulier est un point d’inflexion, avec (R,R) comme vecteur directeur de la tangente.
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Exemple 2 : 

On considère l’application J : C C  définie par   
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On lui associe l’application, qu’on notera encore J: R2  R2, M = J(m) , où m=(x,y) et M =(X,Y), 

avec z = x+iy, et Z = X+iY = J(z).

Cette transformation ponctuelle est connue sous le nom de transformation de Joukovsky.

Si m décrit une courbe () de classe C1 , alors le transformé décrit une courbe ().

    Déterminer la tangente à la courbe () en un point M 

en fonction de la tangente à la courbe ()      au point m.

Soit z et h complexes, nous allons étudier la limite de 
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(1 est évident. 
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Nous allons noter f : t
[image: image14.wmf]a

(x(t), y(t)) = m,   un paramétrage de l’arc ()



et  ( : t
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x(t)+i y(t) = z, l’application associée : I ( C.

Nous noterons    ( : t
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X(t)+i Y(t) = Z, l’application composée (=Jo( :  I ( C.



et  F : t
[image: image17.wmf]a

(X(t), Y(t)) = M est donc un paramétrage de ().

On suppose que la tangente à (() en m est donnée par f ’(t) donc que cette dérivée est non nulle.

La tangente à () en M est donnée par F’(t) si cette dérivée est non nulle.

Or 
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est associé à 
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On pose z = ((t) et z+h = ((t+()  donc h ( 0 si (( 0 car la fonction ( est de classe C1 .

Finalement (’(t) = 
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.(’(t) donc la tangente à () est fournie par la dérivée 1ère dés que z2 ( 1.

La multiplication par un complexe 
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 = r.ei ( donne donc pour la direction de la tangente une rotation d’angle (.

Si z2 = 1, (’(t) = 0, Il faut donc, en supposant f de classe Ck avec k>1,  calculer (’’(t).

(’’(t) = 
[image: image24.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

3

1

z

 ((’(t))2 + 
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Si donc en t0 , z=1, alors  (’’(t0 ) = ((’(t0 ))2 ( 0 . 

Si      l’arc () passe par le point (1,0), et si la tangente y fait un angle ( avec l’axe Ox, 

alors l’arc () passe par le point (1,0), et    la tangente y fait un angle 2( avec l’axe Ox.

Pour préciser le point singulier, il nous faut calculer (’’’(t).

(’’’(t) =
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Si donc en t0 , z=1, alors  (’’’(t0 ) = 3((’(t0))[ (’’(t0) - ((’(t0))2 ].

En général, cette dérivée n’est pas liée à (’’(t0 ) et donc ,p=2, q=3, le point singulier est un rebroussement de 1ère espèce.

Le calcul des dérivées suivantes s’impose dans le cas contraire. 

Ex1*Etudier la famille de courbes (dites cycloïdes) définies par 


Ex2**Courbes épi-cycloïdales et Hypo-cycloïdales. On fait rouler sans glisser un cercle de rayon r sur un cercle de rayon R>r. On suppose que le petit cercle est à l’intérieur du grand.

a] Ecrire l’équation de la trajectoire d’un point lié au cercle mobile.

b] Etudier les courbes obtenues dans quelques cas particuliers.

c] Exemple: r=1, R=2; r=5/12, R=5/3; etc...

d] Etudier les courbes obtenues lorsque le petit cercle est à l’extérieur du grand.

Ex3*Etudier les courbes définies par: C

. On tracera les diverses projections pour a = 2, 3, 4 et b = 0, /6, /4, /3, /2, etc...

Ex4**Etudier les courbes Ci (préciser les branches infinies et les points d’inflexion) définies par:

C1 

,        
 C2 

.

Ex5*Etudier les courbes Ci définies par: 

C1 

,      
C2 

,
C3

 (astroïde),

C4 

(courbe du forçat),
C5 

, 

C6 

,
C7 

(strophoïde droite), 
C8 


Ex6*** Etudier les courbes définies par              C1 

       C2 

.

( détailler les points multiples. )

Ex7*Etudier les courbes Ci définies par:

C1 

,    
C2 

,   
 C3 

,

Ex8*La développée d’une courbe ( C ) est une courbe ( ( ) admettant en tout point une tangente qui soit une normale à la courbe  ( C ) . On démontre que la développée d’une courbe C2 est aussi l’ensemble des centres de courbure.

a] Déterminer et étudier la développée de la chaînette y = ch x

b] Déterminer et étudier la développée de la cycloïde 


c] Déterminer et étudier la développée de la cardioïde  = 1 + cos. 

Ex9**Etudier les familles de courbes définies en polaire par 

a]  = a (  + cos. ) conchoïdes de cercles.

b]  = a (  +1/ cos. ) conchoïdes de droites.

Ex10**Etudier les courbes définies en polaire par 

a] 


b]   =  +1/
c]  =  2
Ex11**On fait rouler sans glisser une cardioïde (  = 1 + cos. ) sur l’axe Ox. Déterminer le lieu du centre de courbure au point de contact.

Ex12**Soit C le centre de courbure en M d’une parabole de foyer F, soit P la projection de C sur la droite MF, MQ F est le milieu de MP. En déduire le lieu de P.

Ex13*Etudier les courbes définies en polaire par 

a]  = 1- tan 2. 
b]  = a(1- b.2 )
c]  =  +1/ 

d]  = ln ( sin. )
e]  = coth (. /2 )
f]  = 2.a.cos  /3

g]  = sin 2. /3
h]  = a.cos 3. 
i]  = sin 3  / sin 

j]  = 


k]  = 


l]  = 1+ tan /2

m] = a . sin k.  avec k dans N ou dans R

Ex14***Dans R2 Euclidien orienté, on donne un repère direct 
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 et on désigne par 

 la tangente orientée en un point M d’une courbe (). On désigne par s l’abscisse curviligne sur () et par  l’angle 

. On sait que le rayon de courbure de () en M est R=


a] Déterminer les courbes telles que R= a sin  .

b] Déterminer les courbes telles que R= a 
c] Déterminer les courbes telles que R2 + s 2 = a2
d] Déterminer les courbes telles que R= k s .

Ex15**On définit l’inversion de pôle O et de puissance k>0 par 

m

M tel que 

.

a] Si on note z et Z les affixes de m et de M, calculer Z en fonction de z.

b] Si m décrit une courbe (), alors le transformé décrit une courbe ().

Calculer (X,Y) coordonnées de M en fonction de (x,y) coordonnées de m.

Calculer un système de coordonnées polaires de M en fonction des coordonnées polaires de m.

c] Déterminer et étudier l’inverse d’un cercle passant par O 

d] Déterminer et étudier l’inverse d’une droite ne passant pas par O

e] Déterminer et étudier l’inverse d’un cercle 

( C ) ne passant pas par O. On mettra en évidence une homothétie qui transforme ( C ) en son inverse.

g] Etudier la courbe définie par: C 

 (lemniscate de Bernoulli). Etudier l’inverse de C.

f] Etudier la courbe () définie en polaire par   = a2.cos 2., 

puis étudier l’inverse ( ) de cette courbe dans une inversion de puissance a2.

Ex16***On considère l’application   
 J : C C  définie par  
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On lui associe l’application, qu’on notera encore J: R2  R2, M = J(m) , où m=(x,y) et M =(X,Y), avec z = x+iy, et Z = X+iY = J(z).

Cette transformation ponctuelle est connue sous le nom de transformation de Joukovsky.

Si m décrit une courbe (), alors le transformé décrit une courbe ().

1°] Déterminer les équations de la courbe () lorsque la courbe () est une droite passant par O.

2°] Même question lorsque la courbe () est 

   *)un cercle de centre O de rayon R, 

   *)un cercle passant par le point A = (1,0) et le  point B = (-1,0), 

   *)un cercle passant uniquement par le point A.

3°] Etudier les transformées de quelques unes des courbes étudiées dans la feuille précédente.

Ex17****On donne une famille de droite 

(Dt ) à un paramètre t sous la forme 


x cos t + y sin t = p(t).

a] Donner une interprétation géométrique de t.

b] Une courbe () est l’enveloppe de la famille des droites  (Dt ) si et ssi par tout point M de () passe une droite Dt qui de plus est tangente en M à ().

On suppose qu’un paramètrage de () est  x = x(t), y = y(t). Quelle condition doit être vérifiée par x, x’, y, y’.  MQ cette condition peut s’écrire :      - x sin t + y cos t = p’(t).

c] Quelle est l’enveloppe des normales à une courbe?

d] Déterminer l’enveloppe des rayons réfléchis par un miroir sphérique, lorsque le miroir est éclairé par un faisceau de rayons parallèles.

e] Un point A décrit l’axe Ox et un point B l’axe Oy avec la condition AB=2a.

Déterminer l’enveloppe de la famille des droites AB

Ex18****Pour tout entier d 1, on note Pd l’ensemble des polynômes unitaires de degré d, dont le coefficients constant est égal à 1, et dont tous les coefficients sont égaux soit à 0 soit à 1. On note ensuite Wd={z C | P Pd, P(z)=0} et   W  =  

 Wd.

a] MQ si z  W, alors 1/z  W.
b] MQ si z  W, et |z| <1, alors 


c] On note ( C ) la courbe définie par  |z| <1 et 

.

On posera z= r ei  avec r>0, et on extraira   cos  := 


2. Courbes et surfaces.

Rem: Dans ce paragraphe, les courbes du plan ou de l’espace et les surfaces sont définies par paramétrage ou par équations cartésiennes. Aucune difficulté ne peut être soulevée sur l’équivalence de ces définitions.

Rem: Toutes les formes du théorème des fonctions implicites utiles pour traiter ce paragraphe sont admises.

a) Plan tangent à une surface.

Définition: Un point régulier d'une surface définie par paramétrage (u,v)

f(u,v), où f est de classe C1 sur un ouvert U de R2 à valeurs dans R3 est un point où les dérivées 
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Définition:  Le plan tangent en un point M0 régulier est alors le plan (M0 ; 
[image: image33.wmf]u

f

¶

¶

,
[image: image34.wmf]v

f

¶

¶

).

Définition: Si une surface est définie par une équation cartésienne F(x,y,z)=0, où F est une fonction de classe C1 , alors sa normale en un point m0=(x,y,z) non critique est gradF(m0).

Proposition: Le plan tangent en un point m0 non critique d’une telle surface a pour équation

                   (gradF(m0)| m0M) = 0. (c’est à dire (X-x0) 
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Théorème: La tangente à l'intersection de deux surfaces en un point régulier où les deux plans tangents sont distincts est l’intersection des 2 plans tangents.

Définition: Si une courbe plane est définie par une équation cartésienne F(x, y) = 0, (où F est à valeurs réelles et de classe C1 sur un ouvert U de R2 ) un point est régulier si gradF ( 0.

Exemple 1 :        On suppose que la relation f( x2-y2 , y2-z2 ) = 0 permet de définir z comme fonction implicite de x et y. Montrer qu’alors, 

= xy

Notons g l’application (x,y,z) 
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(u,v) avec u = ( (x,y) = x2-y2 , et v = ((x,y) = y2-z2
La condition proposée s’écrit alors f o g(x,y,z) =h(x,y,z) = 0

Le théorème des fonctions implicites assure qu’on peut en extraire z en fonction de (x,y) dés que
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 et alors 
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Or 
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donc
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En conséquence, 

 = y ( x 
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Exemple 2 : On donne la sphère d’équation  

(S)  x2 + y2 + z2  = R2
 



et le cylindre d’équation   

(C)  x2 + y2 - R x = 0.

 Déterminer la tangente à la courbe intersection ( fenêtre de Viviani ) au point (0,0,R) .

Le plan tangent à (S) en (x,y,z) est 2x (X-x) + 2y (Y-y) +2z (Z-z) = 0 en (0,0,R), on trouve Z-R = 0

Le plan tangent à (C) en (x,y,z) est (2x-R) (X-x) + 2y (Y-y) = 0 en (0,0,R), on trouve X = 0

La tangente est donc la droite passant par (0,0,R), et de vecteur directeur (0,1,0)

b) Surfaces usuelles.

Définition : Un cylindre est une surface engendrée par une famille de droites (les génératrices) parallèles à une direction fixe et soumises à une autre condition (par exemple s’appuyer sur une courbe (C) d’un plan perpendiculaire à la direction des génératrices : (C) est une section droite). 

Définition :  Un cône est une surface engendrée par une famille de droites (les génératrices) passant par un point fixe (le sommet) et soumises à une autre condition.

Définition : Si une surface est de révolution autour d’un axe (() une méridienne est une courbe contenue dans un plan contenant l’axe et qui engendre la surface par rotaton autour de l’axe, les parallèles sont les sections de la surface par des plans perpendiculaires à l’axe.

Proposition:  Plans tangents aux surfaces précédentes.

Définition :  Quadriques = surfaces d’équations F(x,y,z) = 0 où F est un polynôme du second degré.

Méthodes : En utilisant la réduction des formes quadratiques en repère orthonormal, on peut « classifier » les quadriques à l’aide de leurs équations réduites.

§ Exemples de recherche de contours apparents cylindriques et coniques.

Exemples de génération de surfaces, de recherche de paramétrages ou de mise en équation dans un repère adéquat.

Exemples d'étude de familles de sections planes d'une surface.

§ Exemples de représentation d'une surface à l'aide de familles de courbes tracées sur la surface.

Ex1**Déterminer la nature des quadriques suivantes:

(C1)  y2 + xy - xz - yz +3x -5 y = 0
 (C2) (x-y)2 + (y-z)2 + (z-x)2 = 1
(C3) z = x y

Ex2** - D Dans IR3 affine euclidien, on donne la droite (D) : { z = 0, bx + ay = ab }

Le cône C1 est obtenu en faisant tourner la droite (D) autour de Ox.

Le cône C2 est obtenu en faisant tourner la droite (D) autour de Oy.

Déterminer l’intersection de ces 2 cônes.

Ex3**- Soit T un tétraèdre régulier. Montrer que la somme des distances de M aux 4 faces de T est constante si M est dans le domaine convexe limité par les 4 faces de T.

Ex4**- Dans IR3 affine euclidien, on donne la droite (D) : { z = 0, x + y = 1 }

Déterminer l’ensemble des points M équidistants de (D) et de l’axe Oz.

Préciser la nature de cette surface et déterminer les droites contenues dans cette surface.

Ex5**- Dans IR3 affine euclidien, on donne 2 droites orthogonales (D) et (D’).

d est la distance de ces 2 droites, et a est une longueur donnée, a>d.

Déterminer la surface (S) engendrée par les droites AA’ où A est sur (D), et A’ est sur (D’) avec ||AA’|| = a. Déterminer le volume du domaine délimité par les segments [AA’].

Ex6**- Dans IR3 affine euclidien, on donne la surface (S) x3 + y3 –a2z = 0

a] Déterminer les droites contenues dans cette surface.

b] Déterminer le contour apparent vu de A = (0,0,a), 

ainsi que le cône circonscrit de sommet A
Exemple 1 : Les cercles de Villarceau (1813-1883) du TORE : Montrer qu’en plus des cercles des plans méridiens et des cercles des plans horizontaux, il y a 2 familles de cercles contenus dans le tore, obtenus en déterminant l’intersection du tore par ses plans bitangents.

Le tore est la surface de révolution d’équation f(x,y,z)= 
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Dans la mesure où on ne peut espérer reconnaître l’équation d’un cercle (dans l’espace)que si le plan du cercle est l’un des plans de coordonnées, il faut faire un changement de repère qui amène le plan bi-tangent comme plan XOY.



Si on coupe le tore par le plan d’équation z = x tan (, 

il faudra faire le changement de repère de matrice P = 
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Puis on coupera le tore par le plan d’équation Z = 0. 

Il suffit donc de faire dans f(x,y,z) = 0 ,       x = X cos ( , y = Y, z = X sin (,   avec en plus R = a sin (
Ce qui donne 
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Qu’on développe en 
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Puis qu’on rend polynômial :       
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Reste à y reconnaître la réunion de 2 cercles… C’est là qu’il faut faire un peu de géométrie !

Les centres seront sur l’axe OY, le 1er en 
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Le rayon commun à ces 2 cercles sera 
[image: image71.wmf]2

)

(

)

(

R

a

R

a

+

-

-

+

 = a

On doit donc reconnaître 
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 dans (***)

C’est à dire 
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ou encore 
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  (C’est bien l’expression (***)).

Exemple 2 : Dans E = IR3 affine euclidien canonique, on donne 2 droites fixes D1 et D2 , ni orthogonales, ni coplanaires, et on considère 2 plans P1 et P2 variables contenant resp. D1 et D2 .

On impose la condition P1 et P2 perpendiculaires et on note ( = P1 ( P2 .

Déterminer la surface (H ) engendrée par cette famille de droites (.

1er travail : choisir un bon repère. L’axe Oz suivant la perpendiculaire commune aux 2 droites, l’origine O étant au milieu du segment de cette perpendiculaire délimité par les 2 droites. Puis les axes Ox et Oy seront choisis afin que les 2 droites soient symétriques l’une de l’autre par rapport à Ox.

Dans ces conditions, les équations des 2 droites peuvent s’écrire :

D1 
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  et  D2 
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 un bon choix de l’axe Ox permettant d’avoir ( ( ] 0 , (/4 [

L’ensemble des plans P1 a alors pour équation    (1 (z-a) + (1 ( y - x tan ( ) = 0 (E1)

L’ensemble des plans P2 a alors pour équation    (2 (z+a) + (2 ( y + x tan ( ) = 0 (E2).

Ces 2 plans sont perpendiculaires si et ssi les vecteurs normaux à ces 2 plans sont orthogonaux.

Or les vecteurs normaux sont :      N1 = (-(1 tan ( , (1 , (1 )  et  N2 = ((2 tan ( , (2 , (2 ).

Ces vecteurs sont orthogonaux si et ssi (-(1 (2 tan2 ( +  (1 (2 + (1 (2 ) = 0 (E3).

Les points des droites ( doivent alors vérifier les 3 équations (Ei)i=1,2,3 et il suffit d’éliminer les ( et ( entre ces 3 équations… 
(1 (2 (z2 – a2 ) =  (1 (2 ( y2 – x2 tan2 ( ) 





(1 (2  =  (1 (2 ( tan2 ( - 1 )

donnent immédiatement : ( tan2 ( - 1 ) (z2 – a2 ) = ( y2 – x2 tan2 ( )

ou encore : 

- x2 tan2 (  + y2 + ( 1 - tan2 ( ) z2  = ( 1 - tan2 ( ) a2  avec 1 - tan2 ( (0

Les signes des coefficients permettent alors de reconnaître un Hyperboloïde à une nappe  « d’axe » Ox.

Exemple 3 :        On donne un Hyperboloïde à une nappe par son équation réduite :

 H1 : 
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 . Déterminer les droites contenues dans cette surface.

Si on coupe par des plans horizontaux (z = cstte) on obtient des ellipses 
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, donc il n’y a aucune droite dans des plans horizontaux.

On peut donc ne chercher d’éventuelles droites que dans des plans tels que z varie sur tout IR, donc ces droites coupent le plan z = 0 en un point de l’ellipse 
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ou encore en un point Mt : (x = a cos t , y = b sin t , z = 0). L’équation d’une telle droite étant alors 
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On doit donc déterminer ((,(,() afin que, pour tout ( ( IR :
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c’est à dire, pour tout ( ( IR : 
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Ce qui donne  
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d’où on tire : 
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 puis ( = ( ( c. On obtient donc 2 familles de droites.

Les génératrices du H1 sont donc les droites d’équations : 
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Remarque : Ceci fournit d’ailleurs un paramétrage du H1
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