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- ANALYSE - 
0 - REVISIONS d’ANALYSE ELEMENTAIRE.

Il est indispensable de maîtriser parfaitement 


Les « petits calculs » en tous genres utilisant les formules classiques ,


Les calculs élémentaires de dérivées et de primitives,


Les propriétés de base des fonctions classiques: sin cos,.., Arcsin, Arccos,...,exp, log,...


Les diverses méthodes de décomposition en éléments simples des fractions rationnelles,


L’étude des suites de réels, suites ordinaires et suites définies par récurrence.

Remarques importantes : Le programme se place dans le cadre des espaces vectoriels normés de dimension finie. Il comporte cependant une introduction à la notion de norme en dimension quelconque sans que cette question soit un « objectif » du programme. 


Pour comparer des nombres, des suites ou des fonctions, on utilise systématiquement des inégalités larges (qui sont compatibles avec le passage à la limite), en réservant les inégalités strictes aux cas où elles sont indispensables.


En ce qui concerne l’usage des quantificateurs, il convient d’entraîner les étudiants à savoir les employer pour formuler de façon précise certains énoncés et leurs négations. En revanche, il convient d’éviter tout recours systématique aux quantificateurs. A fortiori, leur emploi abusif (notamment sous forme d’abréviations dans un texte ) est exclu.

Exemple 1 :


Théorème de Cesaro: Soit (un) une suite dans R (ou C), on lui associe (vn) définie pour n>0 par 

. 

Que dire de vn si un tend vers zéro ? Que dire de vn si un tend vers une limite finie 

Donner un exemple de suite (un) divergente telle que la suite (vn) converge.

a] Ecrivons que un (0 . (( >0, ( N’ tel que (n, n>N’ ( | un |< (/2 .

Supposons donc n>N’ et évaluons vn =
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On peut alors majorer | vn| ( 
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est constant et (n-N’) /n  ( 1. 

Il suffit alors de choisir N’’> 2A/( pour assurer que A/n <(/2 dès que n> N’’.

Dans ces conditions, (( >0, ( N = sup(N’,N’’) tel que (n, n>N ( | vn |< (, c’est à dire , vn (0 .

b] Posons u’n = un -  (0 et utilisons a]. v’n = 
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Or v’n = vn -  (calcul facile) donc vn - (0 donc vn ( .

c] La suite (un)n(N* définie par un =(-1)n n’est bien sûr pas convergente.

Et pourtant 

= 
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Exemple 2 : 


Calculer Arctan(x)+Arctan(1/x) pour xR*.

On doit commencer par remarquer que la fonction f définie sur R* par f(x) = Arctan(x)+Arctan(1/x) est une fonction impaire, et donc qu’il suffit de l’étudier sur I = R*+ .

On peut alors étudier la fonction f de manière classique : Cette fonction est C( sur I et sa dérivée est
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 = 0. f est continue dérivable sur l’intervalle I, sa dérivée est nulle.

Donc f est constante sur I. f(x) = f(1) = 2 Arctan(1) = 2. (/4 .   Finalement 
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Exemple 3 : 


Chercher un exemple de suite de fonctions fn continues sur [0,1] qui converge vers la fonction nulle .et telle que la suite un=

 ne converge pas vers 0.

On peut utiliser des fonctions genre « chapeau »

fn(x) = 
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On constate facilement que ces fonctions sont continues sur I = [0,1]. on a pour tout n, fn(0) = 0.

Soit x0 >0 . Alors pour n> n0 >2/x0 , fn(x0 ) = 0, donc fn ( 0 si n ((.

Et pourtant un=

= 
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 est l’aire d’un tiangle de base 2/n, de hauteur n,

donc pour tout n,  un = 1 ne converge pas vers 0.

Ex1** Déterminer les bornes supérieures et inférieures des ensembles suivants:

E1 = {xn=(-1)n+1/n ; nN*}.       
E2 = {xn=sin(/n-1/4) ; nN*}.

Ex2**On donne a0R et b0R tels que 0< a0 < b0 et on pose 

 et 

. Etudier la convergence des suites (an) et (bn).

Calculer numériquement an et bn sur quelques exemples: a0 =1, b0 =2, 3, 4, 10.

Ex3* MQ  x, y >0,  p>1, si q>0 vérifie 1/p+1/q=1, alors 

.

Ex4**Utiliser ces diverses formules pour démontrer: 

.

(formule longtemps utilisée pour le calcul numérique de  ).

Ex5*Etudier la suite définie par: u0 fixé  dans R et pour tout n N, un+1=un(2-un).

Ex6* Pour xy1 Simplifier Arctan(x)+Arctan(y)-Arctan(

).

Ex7** z0 ,a ,b , c, d sont donnés dans C. Dans C , on définit la suite (zn) par zn+1=

, On désigne par (E) l’équation du second degré      z.(cz+d)-a.z-b = 0.

a) On suppose que cette équation a deux racines distinctes et on pose un=

. Evaluer un+1 en fonction de un. En déduire la limite de la suite (zn). Exemple: z0 =3, a=4, b=2, c=1, d=3. Calculer z10 .

b) On suppose que cette équation a une racine double  et on pose un=

. Evaluer un+1 en fonction de un. En déduire la limite de la suite (zn). Exemple: z0 =1, a=2, b= -1, c=1, d=4. Calculer z10 .

Ex8**On considère l’équation       (E):   tan(x) = x.   On pose Ik =

,

a) MQ’il n’y a qu’une racine x0  I0.

b) MQ’il existe une unique racine xk  Ik, k0.

c)On pose k=/2+k-xk.  Déterminer A tel que k~A/k lorsque k tend vers +.

****d) MQ l’équation tan z = z n’a pas d’autre racines dans C. (A voir au moment de l’étude des fonctions de C dans C).

Ex9*   Soit (En): xn+xn-1+....+x = 1  MQ cette équation admet une unique racine xn dans 

 ,puis étudier la suite (xn )n*, (On montrera qu'elle est monotone).

Ex10***
Déterminer l’ensemble des couples (x, y)R2 tels que: Arcsin(sin(x))+arccos(cos(y))=x+y.

Ex11*On pose x=ln|tan(

)|, où

. Exprimer sh x, ch x, th x à l’aide de 

Ex12*Simplifier Arccos ( sin (2x-/3)).

Ex13*Comparer Arcsin a + Arcsin b et Arcsin (

).

Ex14*Simplifier  Arccos (

 )+Arcsin (

).

Ex15*Simplifier cos( Arcsin x+Arcsin y).

Ex16** Théorème de Cesaro (suite): Soit (un) une suite dans R, on lui associe (vn) définie pour n>0 par 

. Que dire de vn si un tend vers l’infini.

Ex17*** Soit

 continue et telle qu’il existe 

. 

 MQ’alors, 

.     S’inspirer de l’exercice précédent.
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