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I- SUITES et FONCTIONS.

Objectifs:
- Etudier les propriétés fondamentales des espaces vectoriels normés de dimension finie, en vue de fournir un cadre cohérent pour l’étude des suites, des séries et des fonctions.


- Etudier le comportement global et asymptotique d’une suite ou d’une fonction.


- Décrire et mettre en oeuvre  des algorithmes d’approximation d’un nombre à l’aide de suites ou de séries et comparer leurs performances. Cette étude est menée en relation avec celle des fonctions et de l’algèbre linéaire, et avec les problèmes de mesure des grandeurs géométriques ou physiques.


- Exploiter les résultats de la théorie des fonctions pour l’étude de problèmes numériques (majorations d’expressions, problèmes d’optimisation, solutions d’équations numériques,...).

1. Normes et distances, suites.

Définition: norme, notée x

||x|| ou x

N(x), sur un espace vectoriel E (sur K = R ou C); 

C’est une application  N : E( R qui vérifie les 3 axiomes suivants


(N1)     (x(E, (( ( K, N( (x) = |(|.N(x),


(N2)     (x(E, (y( E, N( x+y) ( N(x) + N(y),


(N3)     (x(E, N(x) = 0 (  x = 0,

Définition: distance associée, notée d : (x,y) 

d(x,y) = N(y – x).

Définition: Boules. Boule ouverte : B(x0 , R) = {x (E / d(x0 , x )< R.}

Théorème: Si (x,y) 

(x | y) est un produit scalaire sur un espace vectoriel réel ou complexe, alors x

||x||=(x | x)1/2 est une norme dite norme associée au produit scalaire.

Définition: Suites convergentes, une suite (un) converge vers b dans E si et ssi


((>0, ( N(( tel que (n, (n>N) ( || un – b || < (.

Définition: Une suite est divergente si et ssi elle n’est pas convergente.

Théorème: Opérations algébriques sur les suites convergentes.

Remarque: Ces notions doivent être illustrées par de nombreux exemples issus de l’espace Kn; des espaces de matrices et de fonctions.

Remarque: Les étudiants doivent connaître notamment les normes N2, et N00 sur Kn et sur l’espace vectoriel C([a,b]) des fonctions continues sur [a,b] à valeurs réelles ou complexes.
Définition: Une application f : (E,d) ( (F,() est k-lipschitzienne si et ssi 


(x(E, (y(E    (( f(x),f(y) ) ( k . d(x,y);

Théorème: La composée de 2 applications lipschitziennes est une application lipschitzienne.

Proposition: L’application x 

||x|| est 1- lipschitzienne.

Théorème: Pour que toute suite convergeant vers 0 au sens de N converge vers 0 au sens de N’, il faut et il suffit qu’il existe un nombre réel 

 tel que 

.

Définition: Comparaison de deux normes N et N’ sur E. Deux normes N et N’ sur E sont des normes équivalentes si et ssi

((>0, ((>0 telles que (x(E,     ( N(x) ( N’(x) ( ( N(x).

Proposition: comparer notamment les normes usuelles mentionnées ci-dessus.

Exemple : 


 Soit E={ fonctions continues sur [0,1] à valeurs dans C }. On sait que 

||f||1 =

, ||f||2 =

, ||f|| =

, définissent 3 normes.


a] Déterminer >0 tels que ||f||1 ||f||2  et ||f||2 ||f||.


b] Que se passe-t-il si on ne suppose plus f continue?


c] On pose fn (x)  = 

Calculer || fn || i. i = 1, 2, (.


Ces normes sont-elles équivalentes?

a]  ||f||1 =

 = 
[image: image1.wmf]ò

´

1

0

)

(

1

dx

x

f


[image: image2.wmf]ò

1

0

2

/

1

2

)

1

(

dx

.

= ||f||2 

||f||2 =


[image: image3.wmf]ò

¥

1

0

2

/

1

2

)

(

dx

f

= ||f||donc (=(= 1 conviennent.

b]  Si on ne suppose plus f continue, mais seulement f intégrable, alors les formules proposées ne permettent plus de définir des normes, mais les inégalités précédentes peuvent encore être écrites.

||f||1 =
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c]  Pour que les normes ||..||1 et ||..||2 soient équivalentes, il faudrait qu’on trouve une constante a telle que, pour tout f,  ||f||2  a ||f||1 , en particulier 
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Pour que les normes ||..||2 et ||..||( soient équivalentes, il faudrait qu’on puisse trouver une constante b telle que, pour tout f,  ||f||(  b ||f||2 , en particulier  1  b 
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Pour que les normes ||..||1 et ||..||( soient équivalentes, il faudrait qu’on puisse trouver une constante c telle que, pour tout f,  ||f||(  c ||f||1 , en particulier  1  c /2n,  c’est à dire (n>0,  2n  c. ! !

Aucune de ces conditions n’est réalisable, donc les 3 normes ne sont pas équivalentes.

Ex1* MQ d: (x,y) 

|Arctan x- Arctan y | définit une distance sur R. Cette distance est elle équivalente à la distance usuelle de R? (R ,d) est-il complet?



 est défini par 

= R {- }. 

MQ d  définie par         (x,y)
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 définit une distance sur 

.    Question prématurée: muni de cette distance, 

 est-il complet?

Ex2** C étant le corps des complexes, on définit d: CxC R+ par:

d(z,z’)= | z-z’ | 
si arg z = arg z’ 




ou si z=0 ou si z’=0.


  |z| + |z’|
sinon.

MQ d est une distance sur C (dite distance SeuNeuCeuFeu).

Dessiner les boules pour cette distance. 

Question prématurée: muni de cette distance, (C,d) est-il complet.?

Ex3** On donne f:R+R+ strictement croissante telle que f(0) = 0 et 



 (sous-additivité).

MQ si d est une distance, alors fod est une distance.

Exemples: a) f1 (x)=x /(1+x).


b) f2 (x)=ln (1+x).


c) f3 (x)= xa où 0<a<1. 

On peut remarquer que (x+1)a -xa -1 0

Ex4** f et g étant deux fonctions continues sur [0,1] à valeurs dans E= R ou C (ou B espace vectoriel normé), on définit, pour tout (x,y) de R2 , N(x,y)=

.

Donner une CNS pour que N soit une norme sur R2 .

Ex5**** Si A est une partie de R, un point d’accumulation de A est un point b tel que 

 et 

.

Ondéfinit A= 

 Déterminer sup A, inf A. Déterminer l’ensemble A’ des points d’accumulation de A. On montrera le lemme suivant: Si R*, et si 0<  <1/p(p+1), alors l’ensemble A]+1/(p+1),1/p[ est fini.

2. Espaces vectoriels normés de dimension finie.

Rem 1: Les applications étudiées dans ce chapitre sont définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé E de dimension finie sur R ou sur C et à valeurs dans un autre F.

Rem 2: Dans un souci d’unification, une propriété portant sur une fonction définie sur A est dite vraie au voisinage d’un point a si elle est vraie sur l’intersection de A avec une boule de centre a lorsque a est un point de E adhérent à A, avec un intervalle ]c,+[ lorsque E=R et a=+, avec un intervalle ]-,c[ lorsque E=R et a= -.

a) Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé de dimension finie.

Théorème: Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Remarque: La démonstration de ce théorème est hors programme.

Définition: Une partie P est une partie bornée de (E,||  ||) si et ssi ( M(R telle que (x (P, ||x|| ( M.

Une application f : E ( F est bornée sur A ( E si et ssi ( M(R telle que (x (A, ||f(x)|| ( M

Proposition: B(A,F), ensemble des applications bornées f de A dans F muni de la norme 

  est un espace vectoriel normé.

Théorème: Pour qu’une suite (un) d’éléments d’un espace vectoriel normé E de dimension finie soit convergente, il faut et il suffit que ses coordonnées dans une base de E soient convergentes.

Proposition: Les coordonnées de la limite sont alors les limites des coordonnées.

Définitions: (Relations de comparaison entre une suite (un) à valeurs vectorielles et une suite 

 à valeurs réelles)

Domination :  un = O(n) si et ssi  un= n . wn où (wn ) est une suite bornée.

Négligeabilité : un = o(n) si et ssi  un= n . wn où (wn ) est une suite convergeant vers 0.

Equivalence      (pour deux suites (un) et (vn) à valeurs réelles ou complexes)

                      :    un ~ vn  si et ssi  un= vn . wn où (wn ) est une suite convergeant vers 1 dans R ou C.

petit complément

Définition: Une suite (un) est une suite de Cauchy si et ssi 


((>0, ( N(( tel que (n, (p, (n>N) et (p>0) ( || un+p – un || < (.

Théorème: Toute suite de Cauchy de nombres réels ou complexes est convergente;

Théorème: plus généralement, si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, toute suite de Cauchy d’éléments de E est convergente (On dit que E est complet).

Exemple :
Sur E = R[X], si P= 
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a] MQ c’est une norme sur E. 


b] On pose Pn(X) = 

. Montrer que la suite ( Pn ) est une suite de Cauchy


c]  (E , ||.||) est-il complet? 

a] L’application P 
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|| P || est bien une application de E dans R+ .

Pour tout (( R et pour tout P dans E, || (P|| = 
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pour tout P et Q,  ||P+Q|| = 
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On doit préciser que les sommations sont réalisées pour k variant entre 0 et sup( deg(P),deg(Q))

Si ||P|| = 
[image: image21.wmf]å
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 = 0 alors pour tout k,  |ak| = 0 donc P = 0.   On a bien défini une norme sur E. 
b] Montrons que la suite Pn proposée est une suite de Cauchy.

Pn+p(X) – Pn(X) = 
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On peut donc écrire : . (( >0, ( N (>1/()  tel que (n, (p,   ( n>N ) ( ||Pn+p – Pn || < ( .


La suite Pn est donc bien une suite de Cauchy.

c]  Montrons que la suite (Pn) ne peut pas être convergente.

Si jamais cette suite convergeait vers un polynôme non nul P= 

, de degré r, alors pour n>r Pn(X) – P (X) = 
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Posons donc (0 = 1/(r+1)2 et donc ((0 >0 tel que ( N (n, vérifiant ( n>N ) et ||Pn – P || (  (0 .

C’est exactement la négation de la proposition Pn ( P donc  E n’est pa complet..

Ex1** a) Soit 

 une suite de réels de limite . On pose vn =

 pour n>0 Déterminer la limite de vn.

b) Soit 

une suite de limites ( On pose wn=

 

Quelle est la limite de la suite ( wn ). (On propose (( ?).

Ex2****Soit (un) une suite de réels telle que un+1- unsi n. MQ si (un) ne converge pas dans 

, alors l’ensemble de ses valeurs d’adhérence est un intervalle.

On montrera que si a et b sont 2 valeurs d’adhérence et si a < c < b, alors c est une valeur d’adhérence.

REM: a est une valeur d’adhérence si et ssi a est limite d’une suite extraite.

Ex3*On considère une suite 

 telle que pour tout n, an  0, et on pose 

.

a] On suppose que pour tout n, an = b, MQ’alors, (un) converge.

b] MQ si 

 est bornée, alors (un) converge.

Ex4***Soit a

 on pose un=

. MQ, si a >1, cette suite est décroissante et minorée. En déduire qu’elle converge si a >1, puis si a <1. Soit lorg(a) cette limite; 

MQ lorg(ab) = lorg(a)+lorg(b). {Si on n’utilise pas le logarithme, ce n’est pas si simple que ça!).

Ex5*On donne n espaces vectoriels normés (Ei ,||.||i )i=1..n et on définit sur le produit cartésien E=

 les applications N1(x)= 

 , N2(x)= 

 , N(x)=

 . MQ ce sont des normes équivalentes sur E.

b) Etude locale d’une application, continuité.

Définition: A est une partie ouverte de (E,||  ||) si et ssi    


Ou bien A = (, ou bien A = E, ou bien (x( A, ( R>0 tel que B(x,R) ( A.

Définition: Une partie est une partie fermée si et ssi son complémentaire est une partie ouverte.

Théorème: La réunion d’un nombre quelconque de parties ouvertes est une partie ouverte,


L’intersection d’un nombre fini de parties ouvertes est une partie ouverte.

Théorème: Réunion et intersection de parties fermées.

Définition: un point adhérent à une partie A est un point b tel que  ((>0, ( a(A tel que || b-a || < (.

Définition: un point intérieur à une partie A est un point a tel que  ( R>0 tel que B(a,R) ( A.

Théorème: Caractérisation séquencielle des points adhérents, des parties fermées.

Remarque: Les notions de voisinage d’un point, d’adhérence, d’intérieur et de frontière d’une partie, d’ouverts et de fermés relatifs à une partie sont hors programme.

Définition: Limite d’une application. Soit f une application d’une partie A de E à valeurs dans F et a un point de E adhérent à A. Etant donné un élément b de F, on dit que f admet b comme limite au point a si et ssi, ( >0, ( ( (R, ( >0 tel que, (x (A, (|| x - a ||( (|| f(x) - b ||;

Théorème:  le vecteur b est alors unique.

Notations:  

. Lorsqu’un tel élément b existe, on dit que f admet une limite au point a.

Définition: Lorsque a appartient à A, f est dite continue au point a ; alors, b = f(a).

Proposition: Dans le cas contraire, f admet une limite en a si et ssi f se prolonge par continuité en ce point.

Définition: Dans le cas des fonctions d’une variable réelle, extension de cette définition lorsque a=+ ou a = - .

Définition: Dans le cas des fonctions à valeurs réelles, extension de la notion de limite lorsque b=+ ou b= -.

Théorème: Limite d’une application composée;

Théorème: opérations algébriques sur les limites.

Proposition: Caractérisation d’une application admettant une limite à l’aide de ses coordonnées dans une base de F.

Théorème: Limite de l’image d’une suite (un) admettant une limite a par une application f admettant une limite au point a.

Proposition: Caractérisation séquentielle de la continuité d’une application en un point.

Définition: Relations de comparaison en un point; domination et négligeabilité pour une fonction f à valeurs vectorielles et une fonction  à valeurs réelles ne s’annulant pas en dehors du point.

Notations:      f = O () et f = o ().

Définition: Applications continues.

Théorème: Continuité de la composée de deux applications continues,

Théorème: Continuité de la restriction d’une application continue; 

Théorème: opérations algébriques sur les applications continues.

Théorème: Caractérisation de la continuité à l’aide des coordonnées dans une base de F.

Proposition: Espace vectoriel C(A, F) des applications continues de A dans F,

Proposition:  algèbre C(A) des fonctions à valeurs réelles ou complexes continues sur A.

Définition: Une partie K de E (espace vectoriel de dimension finie) est dite compacte si et ssi c’est une partie fermée bornée de E.

Théorème: Etant donnée une application continue f de A dans F, l’image continue par f d’une partie compacte de E incluse dans A est une partie compacte de F.

Théorème: Cas d’une fonction numérique continue sur un compact: existence d’extremums.
Remarque: La démonstration de ce théorème n’est pas exigible des étudiants.

Petit complément

Théorème: Image réciproque d’une partie ouverte, d’une partie fermée par une fonction f continue sur E à valeurs réelles ou complexes.

Théorème:  En particulier, si f est à  valeurs réelles, alors pour tout nombre réel , l’ensemble des points x tels que f(x) ou tels que f(x) = , est une partie fermée de E; de même l’ensemble des points x tels que f(x) >, est une partie ouverte de E.

Remarque: Il convient de souligner l’intérêt de ces résultats pour démontrer qu’une partie est ouverte (ou fermée).

Remarque: La caractérisation de la continuité par images réciproques des ouverts (des fermés) est hors programme.

Exemple :  


Etudier la continuité en 0 des fonctions définies par   fa(0)= 0..et


si x0        fa(x)= xa.sin1/x (Donner l’allure du graphe).

Sur R* , les fonctions fa sont obtenues par des opérations élémentaires (multiplications, divisions avec des dénominateurs toujours (0, produit de composition, etc…) sur des fonctions continues donc les fonctions fa sont continues sur R*. (Elles sont même de classe C( )

Pour tout a >0 fa(x)= xasin (1/x) ( 0 si x ( 0 car sin(1/x) est borné et xa ( 0. 

Pour a = 0 , montrons que f0 n’a pas de limite. Nous utiliserons la caractérisation séquentielle de la limite : 

 f0 (x) ( ( si x (0 si et ssi pour toute suite un de limite 0, f0 (un ) (( si n ((.

Il suffit alors de trouver 2 suites (un ) et (vn ) tendant vers 0 et telles que f0 (un ) et f0 (vn ) n’ont pas la même limite. Or f0 (un) = 0 dès que un = 
[image: image29.wmf]p
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 et f0 (vn) = 1 dès que vn = 
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f0 n’a donc pas de limite si x ( 0
Pour tout a < 0, fa(x) est non bornée si x ( 0 car , par exemple, f (vn ) = 
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Finalement fa n’est prolongeable par continuité que pour a>0, en posant alors fa(0)= 0.

Ex1*Déterminer les fonctions f continues de R dans R telles que (x,y)  R2, 

.

Ex2*Soit f continue f: R+ ( R+ et telle que f(x)  0 quand x  .MQ pour tout a0, ba en lequel f atteigne son maximum sur [a, [.

Ex3*On suppose f monotone et bornée sur I intervalle de R, à valeurs dans R. MQ en tout point de I, f a une limite à droite et une limite à gauche. En déduire que l’ensemble des discontinuités de f est fini ou dénombrable. Donner un exemple où cet ensemble est dense dans I.

Ex4**Soit f et g 2 applications continues de E dans F, espaces vectoriels normés.MQ A={xE / f(x)=g(x) } est un ensemble fermé. Ex: {(x,y)R2 / x.y=1} est fermé.

Ex5**Trouver toutes les fonctions f continues : 

R vérifiant:

(x,y)  

, f(xy)=x.f(y)+y.f(x)          (1)

(on cherchera les fonctions C2 puis on montrera que toutes les solutions sont C2 )

Ex6***
Une fonction est dite uniformément continue sur A si et ssi 



 tel que 

. MQ si f:

est uniformément continue, et si 

, alors 

.

Ex7**** On définit le développement décimal de x  

 par x=
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Les ak sont alors les chiffres du développement décimal de x (0 ( ak ( 9). 

On note alors x = bN bN-1 bN-2 ....b 1 b0 ,a1 a 2 .......a k ... Préciser cette définition parfois ambiguë. 

On pose alors  f(x)= bN 0 bN-1 0 bN-2 0......0 b1 0 b0 ,0  a1 0 a 2 0.......0 a k 0........

Préciser la fonction f  là où elle est ambigüe, puis étudier sa monotonie et sa continuité sur [0,1].

c) Continuité des application linéaires.

Théorème: Toute application linéaire u d’un espace vectoriel normé (E,N) de dimension finie dans un autre (F,N’) est continue sur E.

Proposition: Il existe un nombre réel k > 0 tel que, pour tout x, N’(u(x)) < k N(x).

Théorème: Si E, F, et G sont de dimension finie, toute application bilinéaire B de E X F dans G est continue sur E X F.

Proposition: Il convient de mettre en valeur des inégalités du type ||B(x,y)|| < k ||x|| ||y||.

Théorème: 
Continuité de l’application (,x) 

 x de KXE dans E, 

Continuité du produit scalaire sur un espace euclidien.

Proposition: 
Continuité de ( u, v) 

u o v dans l’algèbre L(E)

Exemple : 


 Soit ||.|| une norme sur un espace vectoriel E . 

On pose L(E) = { u End(E) tel que { ||u(x)|| / xE, ||x||=1 } soit borné}.

On définit alors sur L(E)  ||| u ||| =

 

a] MQ’on définit ainsi un espace vectoriel normé.

b] MQ ||| u ||| =
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c] MQ    ||| v o u |||||| v |||  ||| u |||.

d] E = R3 euclidien. u End(E) a pour matrice A=

   (diagonale). Calculer ||| u |||.

a] L’application u
[image: image35.wmf]a

|||u||| est bien une application de L(E) dans R+.

Soit u telle que |||u||| = 0, alors (x tel que ||x|| =1 on a ||u(x)||=0, 

Or (x’(0, on a ||x||=1 pour x =x’/||x’||, donc (x’(0 on a u(x’) = 0 . Finalement u = 0.

On a (((R, (x tel que ||x|| =1, ||(u(x)|| = | ( |.||u(x)||, donc sup(||(u(x)||) = | ( |.sup(||u(x)||).

Donc |||(u||| = | ( |.|||u|||

Donnons nous u et v dans L(E). 

Alors (x tel que ||x|| =1, ||(u+v)(x)||( ||u(x)|| + ||v(x)|| ( |||u||| + |||v|||.

Donc (= |||u||| + |||v||| est un majorant de tous les ||(u+v)(x)||, 

donc ( est plus grand que le plus petit de ces majorants, 

à savoir |||u+v|||. 

On a donc bien  |||u+v|||( |||u||| + |||v|||.

b] Posons B = 
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. Alors (x (0 on a 
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( B, donc (x tel que ||x|| =1, ||u(x)||( B.

B est donc un majorant de { ||u(x)|| / xE, ||x||=1 } donc B est plus grand que le plus petit de ces majorants, à savoir |||u|||, càd |||u|||( B.

Soit maintenant x(E, x(0, du fait que x/||x|| est de norme 1, on peut écrire 
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On a donc (x (0  
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( |||u|||, donc |||u||| est un majorant de tous les 
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, donc |||u||| est plus grand que le plus petit de ces majorants, à savoir B. Donc B( |||u|||. Finalement 
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c] on a (x (0  vou(x) = v(u(x)) donc || vou(x)|| ( |||v|||.||u(x)||( |||v|||.|||u|||.||x||.

On en déduit (x (0   
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 ( |||v|||.|||u||| qui est donc un majorant de tous les 
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d] On a (x, y, z, dans R,  (-x)2+y2+(2z)2 ( 4(x2+y2+z2), donc ||u(
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De plus pour x=0, y=0, z=1, ||u(
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Conclusion : |||u|||=2.

Ex1**Sur E=C[X], on définit la norme ||P|| par :  si P= 

, ||P|| = 

. Pour aC, on définit a(P) = P(a). MQ aL(E). 

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles a est continue et déterminer alors |||a|||.

Ex2*Sur E=C([0,1],R) on utilise la norme N(f)=

.

On définit l’application T par    T(f)(x)= 

. 

MQ T est un endomorphisme de E. 

MQ T est continu. 

(Utiliser la suite de fonctions fn(t)=n (1-t)n-1 pour évaluer la norme |||T||| ).

Ex3**Soit E un espace vectoriel normé, on donne deux endomorphismes u et v de E vérifiant uov-vou=idE.

a] Calculer uovn-vnou.

b] En déduire que u et v ne peuvent pas être simultanément continus

c] Que conclure lorsque E est de dimension finie.
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