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3. Séries de nombres réels ou complexes.

Objectifs:
- Etudier la convergence des séries de nombres réels positifs.


- Etudier les séries absolument convergentes de nombres réels ou complexes, à partir des résultats obtenus pour les séries de nombres réels positifs.

a) Suites et séries.

Définition: Série 

 associée à une suite (un) de nombres réels ou complexes, 

Définition: suite (Sp) des sommes partielles de cette série : Sp = 
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Proposition: correspondance bijective entre suites et séries : up = (Sp - Sp-1)

Définition: Une série est convergente si la suite Sp est convergente.

Définition: la somme est notée 

.

Proposition: Espace vectoriel des séries convergentes.

Théorème: Si la série 

 converge, alors un tend vers 0.

Théorème: la réciproque est fausse. (Exemple : 
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 diverge alors que 1/n tend vers zéro)

Théorème une série de complexes converge si et ssi les parties réelles et imaginaires convergent.

Définition: une série de nombres réels est dite alternée si (-1)n .un est de signe constant.

Théorème : (dit théorème (spécial) des séries alternées) une série alternée dont la valeur absolue du terme général décroît et tend vers 0 est convergente.

Théorème: le reste d’une telle série est majoré par le premier terme négligé.

Remarque: Aucune autre connaissance sur les séries semi-CV n’est exigible des étudiants.

b) Séries de nombres réels positifs.

Théorème: Pour qu’une série 

 de nombres positifs converge, il faut et il suffit que la suite (Sp) des sommes partielles soit majorée.

Proposition: Alors 


Théorème: Convergence des séries géométriques: Soit r>0, alors 
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CV si et ssi r<1.
Théorème: convergence des séries de Riemann. Soit ((R, alors 
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Théorème: (comparaison des séries de réels positifs ): soient (un) et 

 des suites de nombres réels ( 0 telles que un=O(n), alors la convergence de 

 implique la convergence de 

.

Théorème: Comparaison d’une série de nombres réels positifs à une série géométrique

Théorème: Comparaison d’une série de nombres réels positifs à une série de Riemann.

Théorème: Règle de d’Alembert. Soit (un) une série à termes strictement positifs

Si ( k<1 et ( n0 (N tel que (n>n0 
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alors la série converge.



Si (n0 (N tel que (n>n0 
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alors la série diverge.

Attention Si ( n0 (N tel que (n>n0 , 
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Application: Développement décimal d’un nombre réel positif.

Si x(]0,1[ ( R*+ , x est la somme d’une série de TG un = an 10-n où (n, an ( [0,9] ( N.
Définition: Sn valeur approchée par défaut à 10-n près du réel positif x.

Exemple 1 : 

(Critère de Raabe-Duhamel) On donne (un) et (vn), suites de réels >0.

a] On suppose :  n>N, 

, MQ  si la série 

 CV, alors la série 

CV.

b] MQ si 

= 

 alors la série 

 converge si >1 et diverge si 1.

c] Si =1, MQ si il existe  tel que 

= 

 alors la série 

 diverge.

a] La condition proposée donne immédiatement 
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Si donc la série des vnCV, alors la série des un CV.

b] Posons vn = 1/n( et calculons un DL de 
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Alors, 
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Si >1, on choisit ( tel que > ( >1, alors 
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Si 1, on choisit ( tel que  ( <1, alors 
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c] Posons vn = 1/(n+a) et calculons un DL de 
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Alors, 
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Exemple 2 : 

On donne (un) et (vn), suites de réels strictement positifs tels que un  vn et on considère les sommes partielles    Un =

 et Vn =


a] On suppose que les 2 séries sont divergentes. Montrer que Un  Vn.

b] On suppose que les 2 séries sont convergentes de sommes U et V. MQ’alors, U- Un  V- Vn.

a] On peut écrire vn = un (1+wn) avec wn ( 0 si n( ( donc Vn = 
[image: image37.wmf]å

=

+

n

k

k

k

w

u

0

)

1

(

=Un + 
[image: image38.wmf]å

=

n

k

k

k

w

u

0


On peut en déduire que Vn = Un (1+Wn) avec Wn = 
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b] Avec les mêmes notations, V-Vn = (U-Un ) (1+ (n) avec (n = 
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Or wk( 0 donc ((>0, (K tel que (k, k>K ( |wk| < ( donc (n, n>K ( |(n | < (
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Ex1*Etudier les séries de termes généraux:

a] un= 

.
b] un= 


c] un= 


d] un= 


e] un= 


f] un= 


g] un= 


h] un= 


Ex2**Soit f:]0,1[R+ continue et croissante, MQ les 2 séries un=f(e-n) et vn=f(1/n) sont de même nature.   {Ex: f(x)=1/(-ln x)a }.

Ex3*Nature et somme de la série de terme général Arctan (1/(n2+n+1)).

Ex4***On donne (un), suite de réels positifs, et on pose vn=

.

MQ les 2 séries 

 et 

 sont de même nature.

Ex5***On donne (un), suite décroissante de réels >0, et on pose vn= n(un-un+1).

Exprimer Vn=

 en fonction de un+1 et de Un=

.

En déduire que si 

 converge, alors 

 converge.  Que pensez vous de la réciproque?

Ex6**On donne (un), suite de réels >0, et on pose vn= (u1+2.u2+3.u3+.....+n.un)/n(n+1).

On suppose que 

 converge, que dire alors de 

?

Ex7**Utiliser le critère de Raabe-Duhamel pour étudier la série de terme général 


Ex8**On donne 2 réels p et q strictement positifs tels que 1/p+1/q = 1. 

On donne (un) et (vn), suites de réels >0 telles que 

 et 

 convergent. On pose 

. Etudier la série 

.

c) Séries de nombres réels ou complexes.
Définition: Une série est absolument convergente si et ssi la série 
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Théorème: Toute série absolument convergente est convergente. (ABS CV)((CV)

Proposition:  Si une série est absolument convergente, alors 

.

Théorème: (Série géométrique) la série 

, où z appartient à C, est abs CV si et ssi |z|<1

Théorème: sa somme est alors égale à 

. En outre, si |z|  1, cette série diverge

Théorème Définition : (Série exponentielle) pour tout nombre complexe z, la série 

 est abs convergente. On posera, par définition : ez = exp (z) = 
[image: image43.wmf]å

¥

0

!

n

z

n

.

Petit complément

Théorème: de Cauchy pour la convergence d’une série à éléments dans R ou C ou B Banach.

Une CNS de CV est :

((>0, ( N(( tel que (n, (p, (n>N) et (p>0) ( || 
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Exemple : démo de (ABS CV)((CV). Si la série et absolument CV, alors la série à termes positifs 
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 CV donc  ((>0, ( N(( tel que (n, (p, (n>N) et (p>0) (  
[image: image46.wmf]å

=

+

p

k

k

n

u

1

 < (.

Or  || 
[image: image47.wmf]å

=

+

p

k

k

n

u

1

 || < 
[image: image48.wmf]å

=

+

p

k

k

n

u

1

 donc ((>0, ( N(( tel que (n, (p, (n>N) et (p>0) ( || 
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Exer 1*  Etudier les séries de termes généraux:

a] un= 


b] un= 

.

c] un= 


d] un= 


i] un= 

.

Exer 2*  Etudier les séries de termes généraux:

a] un= 


b] un= 


Exer 3*  Etudier les séries de termes généraux:

a] un= 


b] un= 
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