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4. Suites et séries de fonctions.

Rem 1 le plus souvent, la convergence simple ne suffit pas pour assurer la régularité  de la limite d’une suite de fonctions.

Rem 2 l’étude systématique des différents modes de convergence des suites et des séries de fonctions n’est pas un objectif du programme.

Rem 3 Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R  ou C .

Rem 4 L’ètude de la convergence uniforme d’une suite de fonctions et les théorèmes qui la mettent en œuvre sont hors programme. Ainsi, dans ce contexte, l’approximation uniforme des fonctions se traduira en terme de distance uniforme.

a) Convergence simple, convergence normale.

Définition: La suite (fn) de fonctions définies sur I convergence simplement sur I si et ssi, pour tout x de I, la suite (fn(x))n(N converge vers une limite f(x) qui permet de définir la limite simple f .

Définition Une série 

 de fonctions réelles ou complexes converge simplement sur I si et ssi pour tout x de I, la série 
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Rem On peut alors définir 
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Revoir: la norme utilisée sur l’espace vectoriel B(I) des fonctions à valeurs complexes bornées sur I est la norme N .
Définition Une série 

 de fonctions réelles ou complexes converge normalement sur I si et ssi la série numérique 

 est convergente.

Théorème:  Si une série numérique convergente 

 est telle que, pour tout n, ||fn||  n (série majorante) alors la série 

 converge normalement.

Théorème: Toute série normalement convergente sur I est absolument convergente donc CV.

Définition: Convergence normale sur tout segment de I.

Théorème: Si la série 

 est  normalement convergente sur tout segment de I, alors elle est simplement CV sur I ; on peut donc définir sur I sa somme 
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Théorème: Si la série 

 est  normalement convergente sur tout segment de I, et si, pour tout n, fn est continue sur I, alors la somme 

 est elle aussi continue sur I.

Exemple : 

Définition: La suite de fonction (fn)n(N converge vers f uniforment sur I 


si et ssi      N(fn-f) ( 0  si  n ( (
Théorème: Si (fn) converge vers f uniformément sur I alors (fn) convergence simplement sur I.

Théorème: Toute série normalement convergente sur I est uniformément convergente sur I.

a] Etudier la convergence simple, sur [0, 1]de la suite de fonctions.(fn)n(N définie par 

   fn : t 
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fn(t)= n.t.(1-t)n     pour t dans [0,1] 

b] Etudier la convergence uniforme sur [0, 1]de la suite de fonctions.(fn)n(N
c] On donne a>0, étudier la convergence uniforme sur [a, 1]de la suite de fonctions.(fn)n(N 

a] Si t=0, fn(t)= 0 est évident. Si t est fixé, non nul, alors n.(1-t)n = n. e n ln (1- t) ( 0 car ln(1-t)<0 (théo de croissance comparée des puissances et des exponentielles). Donc fn( 0 (fonction nulle).

b] Pour étudier la convergence uniforme, il nous faut majorer fn(t) sur [0,1].

La majoration par « n » est inutilisable.

Etudions donc fn . f ’n(t) = n.(1-t)n – n.t.n.(1-t)n-1= n.(1-t)n-1 [(1-t)-n.t] s’annule pour tn = 1/(n+1) .

On montre facilement que fn > 0 présente un max en tn donc || fn ||( = fn (tn ).

Ainsi || fn ||( = 
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c] Si a>0 est donné, alors, à partir d’un certain rang, tn <a , donc fn est décroissante sur [a,1].

Ainsi || fn ||( = fn(a) ( 0 et donc fn( 0 (fonction nulle) uniformément sur [a,1].

Ex1*Etudier la convergence des suites de fonctions suivantes.

a] fn : t 
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fn(t)= n . cosnt . sint     sur [0,/2] 

b] fn : t 
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 fn(t)= 

 sur R*+ et fn(0)=0

c] Sur [0,1] fn est définie par fn(0)=1 et t 
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 si t
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Ex2**On note (t) = E(t)+(t-E(t))2 et on pose un(t)=


a] MQ  est 2-Lipschitzienne. Est-elle k-Lipschitzienne pour k<2?

b] Etudier la convergence de la série de fonctions un .

Ex3* Etudier la convergence de la série de fonctions un .définie par 

         un(t)= t2n ln (t) si 0< t 1, et un(0)=0

Ex4*On note un(t)= 

. Etudier la convergence des séries de fonctions de terme général un et un’ .

Ex5* On note un(t)=



Etudier la convergence de la série de fonctions un .

Ex6***Sur R+, on définit la suite de fonctions (fn) par:

.

a) Calculer fn sous forme de somme.

b) Etudier la monotonie et la convexité de chaque fonction fn .

c) Etudier la convergence simple de fn .

d) Etudier la convergence uniforme de fn .
b) Approximation des fonctions d’une variable réelle.

Définition: une fonction est en escalier sur [a,b] si et ssi    il existe une subdivision 

     a = x0 < x1< x2<…..< xn-1< xn = b telle que f soit constante sur chaque intervalle ]xk , xk+1[.

Définition: une telle subdivision de [a,b] est dite subordonnée à .

Théorème Espace vectoriel des fonctions en escalier sur un segment.

Théorème: Espace vectoriel des fonctions en escalier sur R 

Remarque: par définition, ces fonctions sont nulles en dehors d’un segment.

Définition: f est continue par morceaux sur le segment [a,b] si et ssi 

il existe une subdivision   a = x0 < x1< x2<…..< xn-1< xn = b telle que f soit prolongeable en une fonction continue sur chaque intervalle fermé [xk , xk+1].

Théorème: Espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur un segment.

Définition: Une fonction est dite continue par morceaux sur un intervalle I quelconque si sa restriction à tout segment ( I est continue par morceaux.

Définition: Une fonction f peut être approchée uniformément sur I par des fonctions appartenant à un sous ensemble A de F(I,F) si, pour tout réel (>0, on peut trouver ((A tel que : || f - ( ||( ( (
Théorème: Approximation uniforme des fonctions continues par morceaux sur un segment par des fonctions en escalier. Démo hors programme.

Théorème (de Weierstrass) Approximation uniforme des fonctions continues sur un segment par des fonctions polynomiales.

Théorème (de Weierstrass) Approximation uniforme sur R des fonctions continues périodiques par des polynômes trigonométriques (complexes).

Remarque: La démonstration des théorèmes de Weierstrass est hors programme.

Exer **** Démonstration du théorème de Stone-Weierstrass utilisant les polynômes de Bernstein.

On désigne par E l’ensemble C0([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme: ||f||
Soit P un polynôme de R[X]. On lui associe les polynômes Bn(P) définis par:

Bn(P)=

.

a] MQ Bn(XP)=1/n X(1-X) B’n(P) + X Bn(P). Calculer Bn(1), Bn(X), Bn(X2).

b] MQ 

  = n X (1-X).

Si  >0, et si t [0,1], on note An={k{0.....n}| |k/n -t| }. 

En déduire que 

1/(4n2)

c] Soit f  E. On lui associe la fonction polynôme définie sur [0,1] par: 

Bn(f)(t) = 

.

MQ f est la limite uniforme sur [0,1] de la suite (Bn(f)).

TRAVAUX PRATIQUES – SUITES et FONCTIONS.

Exemples: obtention de majorations et de minorations d’expressions réelles ou du module d’expressions complexes

Exemples emploi pour l’étude de suites et de fonctions.

§- Exemples: étude du comportement global et asymptotique de suites de nombres réels, de nombres complexes.

Exemples: méthodes d’accélération de convergence.

Méthode: entraîner les étudiants à exploiter la comparaison aux suites de référence et à classer des ordres de grandeur.

§- Exemples étude de suites de nombres réels définies par une relation de récurrence un+1=f(un)

§- Exemples: emploi d’une telle suite pour l’approximation d’un point fixe a de f.

Méthode: Pour étudier la vitesse de convergence de un vers a, exploiter le comportement local de f au voisinage de a et exploiter notamment, une inégalité du type lipschitzien |f(x) - f(a)|  k |x - a| où 0  k <1, ou du type |f(x) - f(a)|  |x - a|2.

Exemples: espaces vectoriels normés de fonctions et de matrices.

Exemples: comparaison de normes.

§- Exemples: étude de séries de nombres réels ou complexes.

Exemples: d’obtention et d’emploi d’approximations uniformes de fonctions.

TP1***La transformation d’Abel: Soit (un) une suite de complexes telle que un s’écrive anvn où les suites (an) et (vn) ont les propriétés suivantes:

{ a] pour tout n, an est réel strictement positif.

b] an est décroissante et tend vers zéro.


c] pour tout n, vn ( C et Vn= 

 est borné.}

1°) Calculer Un+p-Un = 

 en fonction des Vk et des ak On utilisera vn = Vn - Vn-1
2°) Majorer | Un+p-Un |, puis MQ Un est une suite de Cauchy.

3°) La limite de Un étant U, donner une majoration de |Un-U|.

4°) Exemples : Etudier les séries de termes généraux: a] un= 



b] un= 


TP2**Méthode d’accélération de Kummer. 

a] On pose 

. Calculer Sp = 

 .

b] Si un = 
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On utilise ce résultat pour ramener le calcul de la somme d’une série en 1/np à la somme d’une série en 1/nq avec q de l’ordre de 8 ou 10 afin que l’erreur due au reste de la série, qui est en  1/nq-1 , devienne acceptable.  Rem: Si wn est alternée, on peut utiliser la série un =( w2n+1 + w2n )

c] Exemple: on donne un=1/n2; on sait que U=

. Calculer la suite Ap pour p=2,3,....,10. En déduire une valeur approchée de U.

TP3**Méthodes d’accélération de convergence pour une série alternée. 

1°] a] Si un = (-1)n an  avec an ~Ap/np, étudier la série de terme général vn= (un + un+1)/2.

b] Donner un équivalent de |vn |. En déduire une méthode de calcul de U=

.

c] Exemple: on donne un=(-1)n/(2n+1); on sait que U=

. Calculer une valeur approchée de U. Evaluer la valeur de n permettant d’obtenir 8 décimales exactes.

2°] a] Si un = (-1)n an , on définit la série de terme général vn par 

. Calculer vn en fonction des un , puis déterminer un équivalent de vn lorsque an ~Ap/np.

b] Exemple: Le même qu’en 3°. Calculer une valeur approchée de U. Evaluer la valeur de n permettant d’obtenir 8 décimales exactes.

TP4** Méthode de Newton itérée : Pour résoudre l’équation (E) f(x)=0, cette méthode consiste à introduire la suite définie par u0 et, pour tout n>0, un+1= g( un ) où g(x) = x - f(x)/f ’(x).

a] Préciser des conditions qui assurent que la suite (un) converge vers a solution de (E) 

b] Pour définir la suite ( vn ), on introduit  h(x) = g(x) - f ’’(x).f 2(x)/(2. f ’3(x)), 

 puis pour v0 assez proche de la racine a convoitée, on pose, pour tout n>0, vn+1= h ( vn ).

Préciser des conditions analogues à celles du a] qui assurent la convergence de ( vn ) vers a.

c] Rechercher une fonction  de la forme  (x)= h(x)+(x) .f 3(x) telle que ’(a)=0, ’’(a)=0, et ’’’(a)=0, où a est racine de (E), puis étudier la suite définie par w0 assez proche de la racine a convoitée, et, pour tout n>0, wn+1= ( wn ). Comparer les performances des 3 méthodes.

TP5* Méthode de Héron: On donne a réel positif et on veut évaluer 

. Pour cela, on utilise la suite définie par récurrence par:   u0>0 donné, et, ( n>0, un+1=( un+a/ un)/2 

a] Préciser des conditions qui assurent que cette suite converge vers 

. Déterminer une valeur initiale u0 qui convienne.

b] MQ, sous certaines conditions, la suite définie par y0>0 donné, et, pour tout n>0, 

 yn+1= yn .(3-a . yn2) / 2 , converge vers 1/

. Déterminer une valeur initiale y0 qui convienne.

TP6***Soit x

. Déterminer 

telle que 

.

On définit alors une suite 

 par u0=3, et un+1 = f(un).Déterminer un réel A tel que 

. (On calculera 

 pour déterminer f(x) puis on utilisera un équivalent de 

 quand n tend vers l’infini).

TP7***Soit nN ; on note dn la distance euclidienne de l’origine O de R2 au graphe de l’application fn:R 

R.. définie par  fn(x)= cosn x. 

Trouver un équivalent simple de dn lorsque n tend vers l’infini. 

(Rem: considérer le point xn où la fonction 

 atteint son minimum et montrer que 

).
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