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II- FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE: DERIVATION ET INTEGRATION.

Objectifs:

- Consolider les acquis de première année concernant la dérivation et l’intégration des fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles ou complexes.

- Etendre ces résultats au cas des fonctions d’une variable réelle à valeurs vectorielles.

- Etudier l’intégration et la dérivation des suites et séries de fonctions à valeurs réelles ou complexes.

- Effectuer une étude élémentaire des fonctions définies par des intégrales dépendant d’un paramètre.

Rem: Les fonctions étudiées dans cette partie sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans un espace vectoriel F de dimension finie sur R ou sur C.
1. Dérivation des fonctions à valeurs vectorielles.

A revoir: - (Cours de première année)  dérivation des fonctions à valeurs réelles ou complexes: dérivation en un point, propriétés globales des fonctions de classe Ck, fonctions convexes.

a) Dérivée en un point, fonctions de classe C1 .

Définition: Soit F un espace vectoriel sur K= R ou C et I un intervalle de R. On dit que f: I ( F est dérivable en un point a de I si et ssi 

(
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(F tel que f(a+h)= f(a) + h 
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Définition: 
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 est le vecteur dérivé de f en a et est noté fa’ ou f ’(a).

Proposition: f: I ( F est dérivable en un point a de I si et ssi ( 
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Définition: dérivée à gauche (resp à droite) en un point a de I. d’une fonction f : I ( F

Application: Interprétation cinématique et graphique de la notion de dérivée en un point.

Définition: f: I ( F est dérivable sur l’intervalle I si et ssi f est dérivable en tout point de I.

Définition: l’application dérivée de f est alors f ’ :I ( F définie par x 
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f ’(x).

Définition: f est une application de classe C1 sur un intervalle I si et ssi f est dérivable sur I et si f ’ est continue sur I.

Notations: La fonction dérivée f ’ est aussi notée Df ou 

 (notation de Leibniz).

Proposition: C1(I,F) = {f applications de classe C1 sur I} est un espace vectoriel.

Proposition: L’application f 
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f ’ est linéaire : C1(I,F) ( C0(I,F).

Proposition: Soit u est une application linéaire : F(G et g = u o f = u(f), alors g ’(x) = u (f ’(x))

Proposition: Soit B est une application bilinéaire: F (G ( H et h : x 
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 B( f (x), g(x)) = B(f,g)(x)

Si f et g sont dérivables, alors h est dérivable et h’(x) = B(f ’(x),g(x)) + B(f(x), g ’(x)).

Proposition: Soit F un espace préhilbertien, si h est le produit scalaire (f|g), càd h(x) = (f(x)|g(x))

Alors h’(x) = (f ’(x)|g(x))+ (f(x)|g ’(x)).

Proposition: Soit F un espace préhilbertien réel, h = || f ||2 alors h’(x) = 2 (f ’(x)|f(x))

Proposition: Si e est un vecteur unitaire d’un espace euclidien, e et De sont orthogonaux.

Proposition: Si f est une fonction à valeurs dans F f est dérivable si et ssi toutes ses composantes dans une base de F sont dérivables et les coordonnées de Df sont les dérivées des coordonnées de f

Théorème: Soit f est une fonction à valeurs complexes, f est de classe C1, si et ssi 
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 est de classe C1, ou encore si et ssi Re f et Im f sont de classe C1.

Proposition: Dans ces conditions, 

, Df = D(Re f) + i D(Im f).

Théorème: Soit f une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur l’intérieur de I, 

alors f est constante si et ssi f’ = 0.

Exemple : 

On note fk  les fonctions définies par fk(0)=0 et fk(x)= xksin (1/x) pour x(0. 

Etudier f1 et f2, puis étudier la dérivabilité des fk en zéro.

a] Sur R* , les fonctions fk sont obtenues par des opérations élémentaires (multiplications, divisions avec des dénominateurs toujours (0, produit de composition, etc…) sur des fonctions dérivables (et même C() donc les fonctions fk sont dérivables (et même C() sur R*.

b] Il n’y a de problème qu’en 0. La fonction f0 n’est pas continue en 0 (déjà vu).

Pour tout k (1 fk(x)= xksin (1/x) ( 0 si x ( 0 car sin(1/x) est borné et xk ( 0 (déjà vu) donc fk est continue.

Il s’agit donc de trouver la limite, quand x( 0, de 
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, c’est à dire la limite de xk-1 sin (1/x).

Si k>1 ona immédiatement xk-1 sin (1/x) ( 0 si x ( 0 car sin(1/x) est borné et xk-1 ( 0 .

Mais pour k = 1, f0(x) = sin(1/x) n’a pas de limite si x ( 0 et donc f1 n’est pas dérivable en 0.

c] Calculons f2’(x) =(x2 sin(1/x))’=2x sin(1/x) + x2 cos(1/x) (-1/x2) = 2x sin(1/x) + cos(1/x).

On peut constater f2’(x) n’a pas de limite quand x( 0 alors que pourtant f2 est dérivable en 0 (f2’(0) = 0).

Remarque On connait le théorème de prolongement par continuité :

Si f est continue dérivable sur I \ {a}, si f admet une limite L en a, on peut prolonger f en posant f(a) = L.

Si de plus f ’ admet une limite ( en a, alors f (prolongée) est dérivable en a et f ’ (a) = (.
Le résultat précédent prouve que la réciproque est fausse.

Ex1*Calculer la dérivée de f(x)=Arcsin(2x

) et de g(x)=Arctan(x+

)

Ex2***On donne une fonction f continue sur un voisinage de 0 et telle que 

. MQ’alors, f est dérivable à droite en zéro, et calculer fd’(0) en fonction de a.

Ex3*On pose fa(x)=xae-x. Etudier l’allure des graphes (Ca) des fonctions fa et déterminer l’ensemble des points à tangente horizontales.

Ex4*On pose f(x)=

. Calculer la dérivée de f.

Ex5*Etudier l’allure des graphes des fonctions suivantes.

a] f(x) = xx .

b] f(x) = sin( ln(x)).

c] f(x) = (1-x).ex .

d] f(x) = ex sin x.

Ex6** f étant une fonction dérivable, f: I R, calculer 

.
b) Fonctions de classe Ck .

Définition: Soit f: I ( F, f est une:application de classe Ck ( ou est k fois continuement dérivable) 

sur l’intervalle I si et ssi f est de classe Ck-1 et si sa dérivée d’ordre (k-1) est de classe C1 .

f est une:application de classe C( si et ssi pour tout entier k f est de classe Ck 

Notations: f(k), Dkf, 
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et donc Dkf = D( Dk-1 f ), Ck( I , F ) ={f / de classe Ck sur I à valeurs dans F}.

Proposition: pour k entier ou pour « k=+( », Ck( I , F ) est un espace vectoriel.

Proposition: Ck(I) = {f / de classe Ck sur I à valeurs dans R ou C} est une algèbre.

Proposition: (formule de Leibniz).Si f et g (Cn(I) alors f .g(Cn(I) et (f.g)(n) = 
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Proposition: La composée fo d’une application f de classe Ck sur I et d’une application  de classe Ck sur un intervalle J à valeurs dans I est de classe Ck sur J.

Définition: est un Ck -difféomorphisme de J sur I (k 1) si et ssi  (Ck(J) et ( -1 (Ck(I).

Théorème: Une fonction  de classe Ck sur un intervalle J (k1) est un Ck-difféomorphisme de J sur I(=((J) si et ssi, pour tout élément t de J,  ’(t) 0

c) Fonctions de classe Ck par morceaux.

Définition: Une application f à valeurs dans F est dite de classe Ck par morceaux sur un segment [a,b], où 1k+ s’il existe une subdivision (a0, a1,......, an ) de [a,b] telle que la restriction de f à chacun des intervalles ] ai ,ai+1 [ soit prolongeable en une fonction de classe Ck sur [ ai ,ai+1 ].

Définition: Une fonction f est dite de classe Ck par morceaux sur un intervalle quelconque I si sa restriction à tout segment est de classe Ck par morceaux.

Définition: Les dérivées successives de f, définies sur [a,b] privé d’une partie finie, sont notées Djf.

Théorème: Si f , continue sur I est de classe C1 par morceaux sur I, alors f est constante si et ssi Df=0.

Remarque cas usuel : fonctions de classe Ck sur I et Ck+1 par morceaux sur I.

Exemple 1

On suppose f 2 fois dérivable sur un intervalle I ouvert où f ’(x)0.

Calculer les dérivées 1ère, 2ème et 3ème de f -1, fonction réciproque de f.

On sait que la dérivée de f -1 est (f –1)’ = 1/f ’o f –1 

Donc (f –1)’’ = (1/(f ’o f –1 ))’ = - (1/f ’o f –1 )2 ( (f ’o f –1 )’ = - (1/(f ’o f –1 ))2 ( (f ’’o f –1 ) ( ( f –1 )’

soit (f –1)’’ = - (1/(f ’o f –1 ))2 ( (f ’’o f –1 ) ( 1/(f ’o f –1 )= - (f ’’o f –1 ) / (f ’o f –1 )3 = 
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qu’on écrit souvent abusivement (f –1)’’ = - f ’’ / f ’ 3 au lieu de 
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Pour calculer (f –1)’’’ , posons g = - f ’’ / f ’ 3 de sorte que (f –1)’’’ = (gof –1)’= (g’of –1) ( (f –1)’.

Or g’ = - f ’’’ / f ’ 3 + 3f ’’2 / f ’ 4 = (3f ’’2 – f ’f ’’’)/ f ’ 4 donc (f –1)’’’ = 
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Exemple 2

Pour une fonction f « assez régulère » sur un voisinage de 0, on peut écrire la formule des accroissements finis:  ]0,1[ tel que f(x+h) = f(x) + h. f ’(x+ h). 

a] Déterminer une condition suffisante assurant l’unicité de .

b] Déterminer la limite de  lorsque h tend vers 0.

a] On peut extraire, pour h non nul, f ’(x+ h) = (f(x+h) - f(x)) / h, il suffit donc que f ’ admette une fonction réciproque pour que sorte x+ h = (f ’)-1 ((f(x+h) - f(x)) / h) =A d’où ( = (A-x)/h.

Une condition suffisante pour que f ’ admette une fonction réciproque est par exemple qu’il existe une dérivée seconde de f jamais nulle sur un intervalle I ouvert contenant x. 

b] Pour la suite, nous conviendrons donc que f est de classe C2 sur I, ouvert contenant x, 

et que sur cet intervalle f ’’ n’est jamais nulle.

Dans ces conditions f(x+h) = f(x) + h. f ’(x) + ½ h2 f ’’(x ) + o( h2 )

          = f(x) + h f ’(x+ h) = f(x) + h ( f ’(x)+ (  h) f ’’(x ) + o( h ))

On peut donc en déduire  ½ h2 f ’’(x ) + o( h2 ) = h(  h) f ’’(x ) + h o( h ))

D’où ½ f ’’(x ) -  f ’’(x ) =  o( ) ( 0 si h( 0.

Conclusion : Si f ’’(x) ( 0, alors 
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Ex1*Calculer la dérivée nème  de f(t)=
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Ex2**On note f(x)= 

 MQ la dérivée nème  de f est de la forme Pn(x) 

où Pn est un polynôme dont on précisera le degré.

Etablir des relations entre 

[a]-Pn, Pn’, et Pn+1.

[b]-Pn-1, Pn, et Pn+1
[c]-Pn, Pn’, etPn’’.

Determiner explicitement Pn.

Ex3* Suite de l’exemple 1 : On suppose f indéfiniment dérivable sur un intervalle I ouvert.

Lorsque f ’(x)0, On désigne f -1 la fonction réciproque de f. 

Calculer la dérivée  4ème de f -1 .

 ** Les courageux doivent calculer (f -1)(5).

 *** Les téméraires sont invités à calculer  (f -1)(6).

 **** Les inconscients peuvent calculer  (f -1)(7).

 ***** Les masochistes se plairont à calculer  (f -1)(8).

 ****** Je recommande une psychanalyse pour ceux qui calculeront la dérivée 9ème de f -1 

******* Je respecte beaucoup ceux qui calculeront sans aide et sans erreur la dérivée 10ème de f -1 mais qu’ils ne comptent pas sur moi pour payer la dixième séance d’une psychanalyse qui n’aura, de toutes façons, aucun effet.

Ex4*** Suite de l’exemple 2 : Pour une fonction f assez régulère sur un voisinage de 0, on peut écrire la formule des accroissements finis:   ]0,1[ tel que f(x+h)= f(x) + h. f ’(x+ h).

a] On suppose que f est C( sur un voisinage de x et que f ’’ ne s’annule pas. Calculer un DL à l’ordre 2 de  au voisinage de 0 (on précisera des conditions suffisantes assurant l’existence d’un tel D.L.).

b] Que se passe-t-il si f ’’(x) = 0 ?

Ex5**On note f(x)= 

, et on pose g(x)= 

.

MQ la dérivée nème  de f est, sur R*+, de la forme R(x).f(x), où R est une fraction rationnelle. 

MQ f admet une dérivée nème  en zéro et la calculer. 

Déterminer le développement limité de f à l’ordre n en 0. 

MQ g est C sur R . tracer l’allure du graphe de f et de g.

Déterminer une fonction h C sur R et nulle en dehors d’un intervalle ouvert ]a,b[.
Ex6*On pose f(x) = Arctan x =y . MQ f (n)(x) = (n-1)! (cosy)n .sin(ny+n/2) .

En déduire le développement de Taylor de f à l’ordre n au voisinage de zéro.

Ex7*On donne n+1 fonctions u1, u2, u3, .... un, et v, (n-1) fois dérivables : I  R
On définit W(u1, u2, u3, ...... un) par le déterminant 


MQ W(u1, u2, u3, ...... un)  = vn.W(u1/v, u2/v, u3/v, ...... un/v)

Ex8***Pour 0 [], on pose f(x) =

.

a] Calculer la dérivée n-ième de f (décomposer f en éléments simples sur C ).

b] MQ f (n) (x)= 

 où Pn est un polynôme de degré n.

On pose Pn(x)=

 

Calculer les a n,k en utilisant les coefficients du binôme 


c] Déterminer L= 


d] MQ Pn a n racines réelles  qu’on précisera.

2. Intégration sur un segment des fonctions à valeurs vectorielles.

Revoir le cours de première année concernant l’intégration des fonctions à valeurs réelles ou complexes.
Rem: Le programme se limite à l’intégration des fonctions continues par morceaux sur un segment J= [a,b] à valeurs dans un espace vectoriel F de dimension finie sur R ou sur C.

Rem: La notion de fonction intégrable au sens de Riemann est hors programme.

a) Intégrale d’une fonction continue par morceaux.

Rappel : Toute fonction continue par morceaux sur un segment J est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier

Proposition: Si f est continue par morceaux sur un segment J alors pour toute suite ((n) convergeant uniformément sur J vers une f, les
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Définition: On pose par définition cette limite = 

 et on note 

 ou

 ou 
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Théorème Linéarité de l’intégrale 
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Proposition Invariance de l’intégrale par translation.

Théorème: Inégalité 

.

Théorème: Image de l’intégrale par une application linéaire 
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Théorème: Expression de l’intégrale à l’aide d’une base de F.

Proposition: Pour une fonction f à valeurs complexes, intégrale de 

, de Re f, de Im f.

Théorème: Pour les fonctions à valeurs réelles, positivité et croissance de l’intégrale.

Théorème: Une fonction f continue et à valeurs positives sur un segment [a, b] est nulle si et seulement si son intégrale est nulle.

Théorème: Si 2 fonctions C0 / Mx coïncident sauf sur une partie finie de J, leurs intégrales sont égales.

Définition: Intégrale de f définie sur [a,b] privé d'une subdivision S ={aj /j=0,…n} de [a,b], si la restriction de f à chacun des ouverts  ]aj , aj+1 [ est prolongeable en une fonction C0 sur [aj , aj+1 ].

Revoir définition de  , fonction caractéristique de l’ensemble K.
Théorème: Si K est un segment contenu dans J, 

=


Théorème: Additivité de l'
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 par rapport à l'intervalle d'intégration : 

si   a<b<c  
[image: image27.wmf]ò

c

a

dx

f

 = 
[image: image28.wmf]ò

b

a

dx

f

+
[image: image29.wmf]ò

c

b

dx

f


Définition: Valeur moyenne d’une fonction. 
[image: image30.wmf]ò
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Théorème: Inégalité de la moyenne 

.

Méthode: Les étudiants doivent savoir effectuer des majorations analogues pour des intégrales de la forme 

 où B est une application bilinéaire.

Remarque: toute formule ou égalité dite de la moyenne est hors programme.

Définition: Etant donnée une application f continue par morceaux sur un intervalle I de R, définition de 

, où a et b quelconques appartiennent à I.

Théorèmes: Linéarité. Inégalité de la moyenne. Relation de Chasles.

b) Convergence en moyenne quadratique.
C([a,b]) désigne l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] à valeurs complexes.
Théorème (f,g) 



 INCORPORER Equation.2  
 = ( f | g ) définit un produit scalaire hermitien sur C([a,b]) 

Théorème On pose N2(f)= 

. Inégalité de Cauchy-Schwarz. |

| = ( f | g )( N2(f) N2(g)

Théorème f

 N2(f) est une norme sur C([a,b]) dite norme de la convergence quadratique.

Proposition: inégalités     

.

Exemple 1 : 

Soit f intégrable sur [-1,+1]. On pose, pour x(0 H(x)=

. On suppose qu’il existe une limite  finie de f(x) quand x tend vers 0. Calculer alors 

.

On peut écrire f(x) =  + g(x) où g(x) ( 0 si x( 0. Alors H(x) =  + 
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g(x) ( 0 si x( 0 s’écrit : ((>0, ((>0 tel que (t, |t|< (( |g(t)|<(.

Dans ces conditions, ((>0, ((>0 tel que (x, |x|< ((
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 INCORPORER Equation.3  [image: image33.wmf]ò
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On peut donc conclure que 

= 0.

Exemple 2 : 

Sur I=[0,1], on pose f(x) = 

. f est elle continue, réglée, (intégrable)?

On a déjà étudié la continuité de f : f est continue sur ]0, 1], mais n’est pas continue en 0.

f n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] car f n’a pas de limite quand x tend vers 0+.

f n’est pas réglée : Soit ((n) une suite de fonctions en escalier (convergeant uniformément sur I vers f ).

Alors ((>0, (N tel que (n, n>N ( (x(I, | f(x) - (n (x)| < ( .

La fonction (n étant ainsi connue on dispose de ( tel que (n (x) = ( soit constante sur ]0 ,([.

Donc (x( ]0 ,([, | f(x) - (| < (. Utilisons  ( = 1/3. Alors (x, (x’( ]0 ,([, | f(x) – f(x’) | < 2/3 

Or f (x) = 0 dès que x = 
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Pour l’intégrabilité, tout dépend de la définition … Qui n’est pas au programme !

Exemple 3 : méthodes de calcul de valeurs approchées d’intégrales et de comparaison de leurs performances.

La démarche consiste à subdiviser l’intervalle d’intégration et à approcher, sur chaque sous-intervalle, la fonction à intègrer par une fonction polynomiale.

Méthode des trapèzes : les polynômes sont de degré 1.

Méthode de Simpson : les polynômes sont de degré 2.

Voir le plycop d’info.

Ex1*Soit f intégrable sur [-1,+1]. On pose H(x)=

. On suppose que f admet une dérivée à droite en 0. Calculer alors H’d(0).

Ex2*Calculer 

.

Ex3**On pose un= n2 

. Calculer la limite de un lorsque n (on déterminera les meilleures hypothèses assurant l’existence d’une limite).

Ex4***On pose 

g(x)= 

.

Cette fonction est-elle continue sur I=[0,1], réglée, intégrable? Calculer son intégrale.

Ex5***Soit f une fonction continue de [a,b] dans C. On pose un= ||f||n= 

 et 

. Déterminer la limite de (un ) quand n tend vers l’infini.

Que se passe-t-il si f n’est pas continue?

Ex6***MQ’on peut trouver une fonction , C(R) telle que 



On déterminera d’abord  lorsque a= -1 et b =1.

Ex1**Soit : R R continue, périodique de période 2. On donne f continûment dérivable et on pose In(f) =


a] MQ si 

=0, alors In(f) tend vers 0 si n tend vers l’infini. On introduira  primitive de  , pour faire une intégration par parties.

b] Calculer 

.

c] Calculer la limite de In(f) lorsque n tend vers l’infini en fonction de 

 et 

. Calculer 

.

e] On peut démontrer ces mêmes propriétés lorsque f et  sont seulement intégrables, il faut alors utiliser les fonctions en escalier. Ce résultat est connu sous le nom de lemme de Lebesgue.

Ex2***On pose fn(x)=

.

Etudier fn. Etudier la convergence de la suite (fn(x)) lorsque x décrit R. On suppose que g est continue sur [-1,1], à valeurs dans R.        Calculer 

.   
















_1000238382.unknown

_1000411254.unknown

_1000481771.unknown

_1061635875.unknown

_1062333208.unknown

_1062334480.unknown

_1062333324.unknown

_1062332940.unknown

_1061568275.unknown

_1061628406.unknown

_1061628779.unknown

_1061572283.unknown

_1061567495.unknown

_1022517036.unknown

_1000411432.unknown

_1000411580.unknown

_1000411661.unknown

_1000411689.unknown

_1000411643.unknown

_1000411568.unknown

_1000411273.unknown

_1000411424.unknown

_1000411266.unknown

_1000399282.unknown

_1000411135.unknown

_1000411195.unknown

_1000410536.unknown

_1000240742.unknown

_1000240765.unknown

_1000240661.unknown

_1000239974.unknown

_967049843.unknown

_967049906.unknown

_967049917.unknown

_967049963.unknown

_967049965.unknown

_967049919.unknown

_967049920.unknown

_967049918.unknown

_967049913.unknown

_967049915.unknown

_967049916.unknown

_967049914.unknown

_967049907.unknown

_967049902.unknown

_967049904.unknown

_967049905.unknown

_967049903.unknown

_967049845.unknown

_967049901.unknown

_967049844.unknown

_967049827.unknown

_967049839.unknown

_967049841.unknown

_967049842.unknown

_967049840.unknown

_967049837.unknown

_967049838.unknown

_967049828.unknown

_967049750.unknown

_967049825.unknown

_967049826.unknown

_967049752.unknown

_967049824.unknown

_967049751.unknown

_967049746.unknown

_967049748.unknown

_967049749.unknown

_967049747.unknown

_967049740.unknown

_967049744.unknown

_967049745.unknown

_967049742.unknown

_967049743.unknown

_967049741.unknown

_967049738.unknown

_967049739.unknown

_967049737.unknown

_967049736.unknown

