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3. Dérivation et intégration.

Rem: Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans un espace vectoriel B de dimension finie sur R ou sur C.

a) Primitives et intégrale d’une fonction continue.

Définition: Si f est une application continue sur un intervalle I, F est une primitive de f si et ssi F est dérivable et si F ’ = f.

Théorème: Si F1 et F2 sont 2 primitives d’une même application f alors F1 - F2 = constante.

Définition: Si f est continue par morceaux sur I : F est une primitive de f si et ssi F est continue sur I et de classe C1 par morceaux sur I et, en tout point de continuité de f, F '(x) = f(x).

Théorème fondamental: étant donnés une application f continue sur I et un point a de I:

1)-l’application    x 



 INCORPORER Equation.2  
est l’unique primitive de f qui s’annule en a;

2) pour toute primitive h de f sur I, 

=h(x)-h(a).

Théorème: Extension au cas où f est continue par morceaux sur I.

Théorème fondamental: étant donnés une application f continue sur I et un point a de I, pour toute application f de classe C1 sur I, 
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Théorème: Extension au cas où f est continue sur I et de classe C1 par morceaux sur I

Théorème: Formule d’intégration par parties pour des fonctions de classe C1 sur I.

Proposition: Extension aux fonctions continues sur I et de classe C1 par morceaux sur I.

Théorème: Changement de variable: étant données une fonction f continue sur I à valeurs dans B et une fonction  à valeurs dans I et de classe C1 sur [], 
[image: image2.wmf]ò

ò

=

)

(

)

(

)

(

'

))

(

(

)

(

b

j

a

j

b

a

j

j

du

u

u

f

dt

t

f

.

Méthode: mettre en valeur l'intérêt de changements de variable affines, notamment pour exploiter la périodicité et les symétries, ou pour se ramener, par paramétrage du segment [a, b], au cas où l'intervalle d'intégration est [-1, 1] ou [0,1].

Théorème: Extension au cas où f est C0 par morceaux sur I, et où  est strictement monotone sur [].

 Quelques Gentilles Primitives .
Si f est continue et si F est une primitive de f , alors 
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Si f est continue sur (([a,b]) et si ( est de classe C1, 
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Si f et g sont de classe C1, 
[image: image6.wmf]ò

b

a

dx

x

g

x

f

)

(

'

)

(

 = 
[image: image7.wmf][

]

b

a

x

g

x

f

)

(

)

(

 - 
[image: image8.wmf]ò

b

a

dx

x

g

x

f

)

(

)

(

'


     Formules absolument indispensables                           Formules utiles à retrouver très vite

fonction f(u)
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Exemple 1 :  Calculer In=
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Pour n=1, I1= 
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Pour n>0, utilisons une intégration par parties.
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D’où on tire 2n In+1 = (2n -1) In + 
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On peut donc ainsi calculer In pour tout entier n.

Par exemple Wn= 
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D’où on tire par une récurrence facile Wn+1 =
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Rem : Le changement de variable (…licite…) x = tan(t) donne Wn+1 =
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Ce résultat est connu sous le nom de formules de Wallis.

Exemple 2 

On pose un =
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A condition que (( + ( x ) ne s’annule pas sur [0,1], on reconnaît une somme de Riemann.
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 si par exemple ( et (+( sont positifs.

Exemple 3 : 

Calculer une primitive de (Arcsin x)2. En déduire 

.

Utilisons deux intégrations par parties. 
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D’où 
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Ex1*Etudier la fonction f définie par f(x)= 

. Calculer 

.

Ex2*Determiner les fonctions f de classe C2(R) telles que f(x)+ 

 =1

(On peut commencer par MQ f ’’(x)+f(x)=0).

Ex3*Déterminer les fonctions f continues, telles que 

 soit une constante.

Ex4*La fonction f étant définie continue sur [a,b], on suppose que x[a,b], f(x)=f(a+b-x). Montrer que 

.  Calculer ainsi 

.

Ex5*Décomposer en éléments simples sur C, puis sur lR, puis calculer 


Ex6*Calculer une primitive de (Arcsin x)2. En déduire 

.

Ex7**On pose un =

 où a et b sont fixés dans R (ou C). Calculer 

.

Ex8*Calculer 

 et 


Ex9*Calculer Jn=


Ex10*MQ I=

 = J=

 puis les calculer.

Ex11**Etablir une relation de récurrence sur In=

. Calculer I0 et I1 puis In.

Ex12**Soit f une fonction continue et convexe sur [a,b].

a] Montrer que 

.

b] On suppose que f est 2 fois dérivable, et que pour tout x, 

.

Montrer que g(x)=K(x-a)(x-b)/2 -f(x) est convexe. En déduire l’inégalité: 

.

c] Utiliser ces résultats pour donner un encadrement de ln(b/a).

Ex13*On pose Im,n = 

, où m R et n N . 

Trouver une relation de récurrence entre les Im,n, Calculer, lorsqu’elle existe, 

.

Ex14*On pose In=

. Montrer que In tend vers zéro si n tend vers l’infini.

Trouver un développement limité en 1/n de In quand n tend vers l’infini.

Ex15*Etudier la fonction f définie par  f(x)= 

.

Ex16*On pose H(x)=

. MQ H est dérivable et calculer sa dérivée.

Ex17*Calculer les primitives suivantes:

a] 


b] 


c] 


d] 


e] 


f] 


g] 


h] 


i] 


j] 


k] 


l] 


m] 


n] 


o] 


p] 


q] 


r] 


s] 


t] 


u] 


v] 


w] 


x] 


y] 


z] 


Ex18*Calculer les primitives suivantes:

a] 


b] 


c] 


d] 


e] 


f] 


g] 


h] 


i] 


j] 


k] 


l] 


m] 


n] 


o] 


p] 


q] 


b) Etude globale des fonctions de classe C1 .

Théorème: (Inégalité des accroissements finis) soit f une application continue sur [a,b] et de classe C1 sur ]a,b[. Si, pour tout élément t de ]a,b[, ||f ’(t)||, alors ||f(b)-f(a)|| (b-a).

Remarque: Les étudiants doivent connaître l'interprétation cinématique de ce résultat.

Proposition: Extension au cas où f est continue sur I et de classe C1 par morceaux sur [a, b].

Théorème: (de prolongement par continuité) Si f est continue sur [a,b], de classe C1 sur ]a,b] et si f ’ a une limite finie en a, alors f est de classe C1 sur [a,b].

Théorème: (de prolongement par continuité) Extension aux applications de classe Ck : si f est continue sur [a, b], de classe Ck sur ]a, b] et si, pour tout r, Drf admet une limite finie en a, alors f est de classe Ck sur [a, b].

c) Formules de Taylor.
Théorème: Si f est une application de classe Cn sur I, et de classe Cn+1 par morceaux sur I, alors on peut écrire la formule de Taylor à l’ordre n en un point a de I:    f(x) = Tn(x) + Rn(x) , avec

Tn(x) =
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Théorème: Majoration du reste ||Rn (x)|| ( 
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(inégalité de Taylor-Lagrange ).

Théorème: Développement limité d’une primitive d’une application continue;

Théorème: application au développement limité de la dérivée d’une application de classe C1.

Proposition: Si f est une application de classe Cn alors f admet un développement limité à l'ordre n 

     f(x) = 
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+ o ((x-a)n) (formule de Taylor-Young) .

Exemple 1 

Déterminer a et b pour que  f(x)= 

 soit un infiniment petit dont on donnera un équivalent au voisinage de zéro.

Effectuons un développement asymptotique de f à la précision x

cos x = 1-x2/2 +o(x2) et ln(1+x) = x-x2/2 +x3/3 + o(x3) = x ( 1-x/2 + x2/3 + o(x2)) donnent 

 f(x) =
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Soit f(x) = 
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On en déduit donc que a = -1, b = -1/2 , et alors f(x) ~ 
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Exemple 2   On pose f(x)= Argch(1+x). Donner un équivalent de f au voisinage de zéro.

y = f(x) = Argch (1+x) est caractérisé par { 1+x = ch(y) et y>0 }

On peut donc écrire au voisinage de 0 : 1+x = 1 + y2/2 + o(y2) donc x ~ y2/2 avec  y>0 donc 
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Exemple 3    Etudier les limites, quand x de f(x) = 

;

Utilisons les « quantités conjuguées » :

f(x) = 
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Exemple 4 

Soit f   3 fois dérivable en x. On pose (h) = 

. 

Calculer la limite de (h) quand h0.

Des manipulations élémentaires sur les lignes ou les colonnes des déterminants donnent


[image: image93.wmf])

3

(

)

2

(

1

)

2

(

)

(

1

)

(

)

(

1

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

+

+

+

+

+

= 
[image: image94.wmf])

2

(

)

3

(

)

(

)

2

(

0

)

(

)

2

(

)

(

)

(

0

)

(

)

(

1

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

+

-

+

+

-

+

+

-

+

-

+

+

 

=
[image: image95.wmf])

2

(

)

3

(

)

(

)

2

(

)

(

)

2

(

)

(

)

(

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

+

-

+

+

-

+

+

-

+

-

+

 

=
[image: image96.wmf])

(

)

2

(

2

)

3

(

)

(

)

(

2

)

2

(

)

(

)

2

(

)

(

)

(

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

+

+

+

-

+

+

+

-

+

+

-

+

-

+

 

=
[image: image97.wmf])

(

)

2

(

2

)

3

(

)

(

)

(

2

)

2

(

)

(

)

2

(

)

(

)

(

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

+

+

+

-

+

+

+

-

+

+

-

+

-

+


=
[image: image98.wmf])

(

)

(

3

)

2

(

3

)

3

(

)

(

)

(

2

)

2

(

)

(

)

(

2

)

2

(

)

(

)

(

x

f

h

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

h

x

f

x

f

h

x

f

-

+

+

+

-

+

+

+

-

+

+

+

-

+

-

+

 = 
[image: image99.wmf]3

2

2

1

F

F

F

F


avec 
(1 = f(x+h)-f(x),


(2 = f(x+2h)-2f(x+h)+f(x), 


(3 = f(x+3h)-3f(x+2h)+3f(x+h)-f(x).

Calculons par exemple 

(3 =  -f(x)
 +[f(x)+3hf ’(x) + (3h)2 f ’’(x)/2+ (3h)3 f ’’’(x)/6 +o(h3 )]


-3[f(x)+2hf ’(x) + (2h)2 f ’’(x)/2+ (2h)3 f ’’’(x)/6 +o(h3 )]


+3[f(x)+hf ’(x)  +  (h)2  f ’’(x)/2+   (h)3 f ’’’(x)/6 +o(h3 )]

coef de h f ’(x)   :
 3-2.3 +3 = 0

coef de h2f ’’(x)/2 : 
32-3.22+3 = 0

coef de h3f ’’’(x)/6 : 
33-3.23+3 = 27-24+3 = 6 d’où    (3 = h3f ’’’(x) + o(h3 )

Finalement  

(h) = {(hf ’(x) + o(h )) (h3f ’’’(x) + o(h3 )) - (h2f ’’(x) + o(h2 ))2 }/h4      ( f ’(x) f ’’’(x) - f ’’(x)2
Ex1*Calculer le développement limité au voisinage de 0, à l’ordre 5 des fonctions : 

a] 

; 
b] 

; 
c] 

; 

d] ln(1+x ex) ; 
e] ln(1+x3+x6) ;
f] (1+x)1/x ;

g] ln(ax +bx );
h] ch(2x) .sh(3x) ;
i] 

;

j]

 
k] 

;
l] 

; 

m] Arcsin(sh(x))-Argsh(sin(x))-2x3/3;
n] Arctan(th(x))-Argth(tan(x))-4x3/3

Ex2**Calculer le développement limité au voisinage de 0, à l’ordre 7 des fonctions :

a] (cos x-1)(sh x-x)- (ch x-1)(sin x-x); 
b] ln(2+ch x); 

c] 

.

Ex3**Calculer le développement limité au voisinage de 0, à l’ordre 9 de la fonction

définie par f(x) =    sin(x-Arctan x).

Ex4**Donner un équivalent au voisinage de 0 de (x)= Arctan(Arcsin(x))-Arcsin(Arctan(x))

 et de (x)= cos x -(12-5 x2 )/(12+ x2). En déduire la limite de (x)/x.(x) quand x0.

Ex5***On pose f(x)= Argch(1+x). Donner un équivalent de f au voisinage de zéro. 

Calculer un développement asymptotique de f à la précision x5.

Ex6**Etudier les limites, quand x des fonctions suivantes: 

a]

;
b] 

;

c] x2.[(1+1/x)x- 4. (1+1/(2x))2x + 3. (1+1/(3x))3x];
d] 

. 

c] 


d] 


Ex7*Etudier les limites, quand x0 des fonctions suivantes: 
a] 


b] (cos x +sin x )cotan x
c] 


d] 


Ex8*Etudier la limite, quand n de 


Ex9*Calculer 
a] 

; 
b] 

;

c] 

;
d] 

;
e] 


d) Séries de fonctions de classe Ck .

Remarque dans ce d), les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs réelles ou complexes.

Théorème: (Echange limite - intégration) Soit I un intervalle fermé borné de R et K = R ou C.

Soit (fn.) n(N une suite de fonctions telle que (n, fn( C0 ( I, K) et a ( I. Pour tout n, Fn désignera la primitive de fn sur I telle que Fn (a) = 0. Si la série de terme général (fn ) converge normalement sur  le segment I  , alors la série de terme général (Fn) CV normalement sur le segment  I et 
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 est la primitive de 
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 qui s’annule en a.

Théorème: (Dérivation terme à terme d’une série de fonctions) Soit (fn)n(N une suite de fonctions de classe C1 sur I à valeurs dans K = R ou C; si la série 
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 converge simplement sur I et si la série 
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 converge normalement sur tout segment de I, 

alors la somme de la série 
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 est de classe C1 sur I et  
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Théorème: Extension aux fonctions de classe Ck.

Théorème: L’application ez: t
[image: image106.wmf]a

exp( tz ), où z est dans C, est de classe C sur R et D ez = z ez.
Théorème: L’application  (
[image: image107.wmf]a

exp( i ( ), définit une bijection continue de ] -(, +( [ sur U privé de –1, dont l’application réciproque u
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Arg u est continue.

De plus si u = x + i y, avec x2 + y2 =1 et x(-1,  alors Arg u = 2 
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Exemple 1 : 

On considère la série de fonctions de terme général un(x)=
[image: image110.wmf]e
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.

a] MQ cette série converge pour tout x 0. On notera f la somme de cette série.

b] MQ f est continue sur [0, [ 

c] MQ f est dérivable sur ]0, [.

a] Pour tout  x 0  0< n2 
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< e-nx <1 donc un(x) = O(1/n2) donc la série 
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CV pour tout x 0.

Remarque : Pour tout  x <0  
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 ((, donc f n’est pas définie pour x<0

b] Pour montrer la continuité de f, on espère obtenir la convergence normale de la série sur [0, ([ .

Il suffit en effet de majorer un(x) par
[image: image114.wmf]2
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, indépendant de x, et qui est le terme général d’une série CV.

c] Calculons u’n(x) = 
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| u’n(x)| ne peut pas être majoré sur [0,([ par le TG d’une série CV puisque 
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 est une série DV.

On doit donc se contenter d’une majoration sur tout intervalle [a, +([ où a>0.

On a en effet alors |u’n(x)| = 
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INCORPORER Equation.3[image: image118.wmf]2
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 = (n qui est indépendant de x et est le terme général d’une série CV car n2 (n ~ n e-na ( 0 si n(( (théorème de comparaison des puissances et des exponentielles)

f est donc dérivable sur tout intervalle [a, +([ où a>0, car 
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  y est normalement CV

donc f est dérivable pour tout x >0 (il suffit de choisir a>x>0  et d’utiliser le résultat précédent).

Exemple 2 : 

Montrer que f(x) =  
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  est définie et est Csur ]-1,+ [.

a] Posons un(x) = 
[image: image121.wmf]x
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 . un est définie sur tout intervalle ne contenant pas « –n » donc les sommes partielles ne sont définies que sur des intervalles I ne contenant aucun entier <0

 On constate que | un(x) | = 
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~ 1/n >0 donc la série n’est pas ABS CV.

Par contre la série est alternée à partir d’un certain rang et (x(I, | un(x) | tend vers 0 en décroissant 

Donc, critère des séries alternées, la série proposée est semi-CV sur R \ {-N*}, donc sur ]-1,+([.

b] La série n’est pas ABS CV donc elle n’est pas normalement CV.

Par contre le reste d’ordre n>1 de la série alternée, Rn(x), est majoré en module par | un(x) | = 
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Donc, (a( ]-1,+([, sur [a,+([,  | Rn(x) | ( 
[image: image124.wmf]a
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indépendant de x et qui tend vers 0.

Donc, (a( ]-1,+([, la série est uniformément CV sur [a,+([ 

Donc, (a( ]-1,+([, f est  continue sur [a,+([ (limite uniforme d’une suite de fonctions continues) 

Donc f est continue en tout point x > -1 donc sur ]-1,+([.

c] Pour étudier la dérivabilité il faut calculer u’n(x) = 
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Pour n>1, | u’n(x) |<
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 terme général d’une série CV

Donc la série des u’n CV normalement sur ]-1,+([, donc CV uniformément.

Donc f est dérivable et f ’(x) = 
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d] Pour la dérivée d’ordre k on va faire une démonstration par récurrence.

HR(k) : f (k)(x) = 
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 sur ]-1,+([.

Ex1**a] On définit (s) = 
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. Quel en est le domaine de définition? Montrer que cette fonction est Csur ]1,+ [.

b] MQ (x)= 
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 est Csur ]1,+ [. Est elle Csur ]0,+ [?

Ex2**Quel sont les domaines de définition et 2 de f1 et f2 définies par: f1(x)=
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 et f2(x)= 
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. MQ f1 est continue sur . Est elle dérivable sur ? MQ f2 est C1 sur .

Ex3**MQ f(x)=
[image: image133.wmf]x

nx

n

n

sin

1

¥

å

 est C1 sur  ]-1,+1[. Calculer f ’(x).

 En déduire f(x)=Arctan
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Ex4**Etudier f(x)=
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. f est- elle continue? Est-elle dérivable? (Que se passe-t-il en particulier en zéro?) 

Ex5*****Fonction de Van der Waerden: On définit f périodique, de période égale à 1 et telle que f(x)= |x| pour |x|<1/2. 

On pose alors fn(x) = 
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MQ F définie par F(x)=
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 est définie continue sur R.

Pour information : En fait cette fonction F n’est dérivable en aucun point de R.
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