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4. Intégrales impropres.

Objectifs:

Pour ce qui concerne les intégrales impropres (ou généralisées), l’objectif du programme est la maîtrise de la convergence absolue de l’intégrale d’une fonction continue à valeurs réelles o complexes sur un intervalle non fermé ou non borné, en vue de la définition de l’intégration sur un intervalle quelconque. Le programme part de la définition générale de la convergence, en raison de la simplicité de la présentation, mais l’étude de la semi-convergence des intégrales n’est pas un objectif du programme.

a) Définition d’une intégrale impropre convergente.
Les intervalles utilisés sont « non fermés bornés », il peuvent donc être soit non fermés, soit non bornés… ou même encore les deux !

Définition: Si f est une application continue par morceaux sur [a, b[ , l’intégrale 
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 est convergente, par définition, si 
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 a une limite lorsque x tend vers b, en restant dans [a, b[ .

C’est cette limite qu’on désignera par 
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Définition: On adapte cette définition pour un intervalle ]a,b ].

Définition: pour un intervalle ]a,b [ on utilisera 
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 où x et y tendent respectueusement ver a et b indépendamment l’un de l’autre.

Définition:  l’intégrale 
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 est divergente si elle n’est pas convergente !

Remarque : Il y a une évidente incohérence à utiliser le symbole 
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pour dire aussitôt que « l’objet » ainsi désigné n’existe pas ! Mais l’arme principale des mathématiques n’est-elle pas de baptiser son ignorance pour pouvoir gloser, quitte à bannir l’intrus si nécessaire !

Théorème: la fonction t

1 / t est d’intégrale convergente sur [1, +[ si et ssi ( > 1,


 la fonction t

1 / t est d’intégrale convergente sur ] 0, 1 ]   si et ssi ( < 1.

Théorème: la fonction t

ln t est d’intégrale convergente sur ] 0, 1 ] et
[image: image7.wmf]ò

1

0

ln

dt

t

 = -1

Théorème: la fonction t

e-(t est d’intégrale convergente sur [0, +[ si et ssi ( > 0, et 
[image: image8.wmf]a

a

1

0

=

ò

¥

-

dt

e

t


b) Intégrale des fonctions positives.
Théorème: (Croissance) si f et g sont continues par morceaux sur I, si 0 f  g et si g est d’intégrale convergente sur I, f l’est aussi et 

.

Proposition: Si f est continue, positive et intégrable sur I, alors 
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f

= 0 si et ssi f = 0.

Théorème: si f et g sont continues par morceaux sur I, si au voisinage de b, f ( g et si g est d’intégrale convergente sur I = [a, b [, alors f l’est aussi.

c) Intégrales absolument convergentes.
Définition: Si f est une application continue par morceaux sur [a, b[ , on dit que f a une intégrale absolument convergente si l’intégrale de la fonction |f | : t

| f( t )| est convergente.

Théorème: Une intégrale absolument convergente est convergente. (Admis)

Théorème: Si f et g sont continues par morceaux sur I, si |f |  g et si g est d’intégrale convergente sur I, alors f est d’intégrale absolument convergente sur I .

Théorème: si f et g sont continues par morceaux sur I, si au voisinage de b, |f | ( g et si g est d’intégrale convergente sur I = [a, b [, alors f est d’intégrale absolument convergente sur I.

Exemple 1 :

On pose f(x) = ln( sin x ). f est-elle d’intégrale convergente sur ]0, /2[. Calculer I =

 

a] Lorsque x tend vers zéro (x>0) f(x) est de signe constant (<0), on peut donc utiliser les équivalents.

f(x) ~ ln(x) qui est d’intégrale convergente  sur  ]0,1] donc f est d’intégrale convergente.

Lorsque x=(/2, f(x)=0 et f est continue donc f est d’intégrale convergente sur  ]0, /2].

b] Posons t = (-x, 
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Posons alors x = 2u
I =
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donc
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=0.  Posons enfin u = (/2 – v, alors   
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5. Intégration sur un intervalle quelconque.

a) Fonctions intégrables à valeurs complexes.

Définition: Une fonction f à valeurs réelles ou complexes continue par morceaux sur un intervalle I non compact est dite intégrable (ou sommable) sur I si elle vérifie l’une des 2 conditions équivalentes suivantes :


f admet sur I une intégrale absolument convergente.


Il existe un réel M>0 tel que pour tout segment J inclus dans I, on ait : 
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rem : La démonstration de l’équivalence des 2 propriétés n’est pas exigible.

Définition: Si I est un intervalle quelconque et f est intégrable sur I, on appelle intégrale de f sur I et on note
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Si I = [a, b ] est un segment, l’intégrale de f sur I 
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Si I n’est pas un segment, son intégrale impropre sur I.

Théorème: si f et  sont continues par morceaux sur I, si | f |  et si  est intégrable sur I, alors f est intégrable sur I.

Proposition: Si f = O () où f et  sont continues par morceaux sur [a, b[, et si  est intégrable positive, alors f est intégrable.

Proposition: L’ensemble des fonctions continues par morceaux intégrables sur I est un espace vectoriel.

Théorème: Une fonction f à valeurs réelles continue par morceaux est intégrable sur I si et seulement si 

 le sont; on pose alors 

.

Théorème: Une fonction f à valeurs complexes continue par morceaux est intégrable sur I si et ssi Re(f) et Im(f) le sont; on pose alors 

.

Théorème:  Linéarité de l’intégrale.

Proposition: Si f est continue par morceaux intégrable, 

.

Proposition: Additivité de l'intégrale par rapport à l'intervalle d’intégration.

Définition: Cas où b<a 

= - 
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Théorème:  Relation de Chasles. Si f est intégrable sur I et sur J, si I(J est vide ou réduit à un point, alors 
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Théorème: Changement de variable. étant données une fonction f intégrable sur I et une bijection ( d’un intervalle I’ sur I, de classe C1 sur I’, 
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rem : La démonstration de ce théorème est non exigible.

Exemple 1 :

MQ si f est intégrable sur [a ,+ [ et si f a une limite lorsque x , alors f(x) .

Si f(x) L >0, alors (M, par ex M=L/2, ( X tel que (x, x>X ( f(x) > L/2, 

Si b>X, 
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 est non borné. Dans ces conditions f est non intégrable sur [a ,+ [ donc si f est intégrable sur [a ,+ [, 

alors f(x) .

Ex1*On considère la fonction fn(x)=

. Pour quelles valeurs de n  N cette fonction est-elle intégrable (ou sommable) sur ]0,1[ ? On pose alors In=

. Etablir une relation de récurrence, puis calculer explicitement In.

Ex2*Etudier l’intégrabilité sur I=]a,b[ de la fonction f : x 
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f(x)= 

 et calculer 

.

Ex3*On pose I=]0, [. Déterminer les constantes a et b pour que la fonction f définie sur I par 

 soit C1(I). Etudier alors l’intégrabilité de f sur I et calculer les intégrales des fonctions définies par  g(x) =1/f(x) et h(x)=x/f(x).

Ex4**On pose I=]a, [. Soit f une fonction de classe C1 sur I et intégrable sur I.

a]- MQ si f ’ est intégrable sur I; alors 


b]-Donner un exemple de fonction f intégrable sur I strictement positive et ne tendant pas vers 0

Ex5***On pose f(x) = cos x . ln( tan x ). La fonction f est-elle intégrable sur ]0, /2[.

Calculer 

 

Ex6*Soit f une fonction définie et intégrable sur R+ et a  R+*, on pose ga(t)=f(t)-f(t+a).

 MQ ga est intégrable sur R+ et calculer cette intégrale. 

Donner un exemple où la fonction ga soit intégrable, mais pas la fonction f.

Ex7**On pose f(x)= 

 et F(x)=

. 

Trouver la limite de F(x) quand x tend vers 0+ . La fonction f est-elle intégrable sur ]0,1]?

Ex8*Etudier l’intégrabilité des fonctions suivantes:

a]  


sur [2, [.
b]  


sur ]0, [.

c]  


sur ]0, [.
d]  


sur ]0, [.

e]  


sur ]1, [.
f]  


sur ]0, [.

Ex9** On pose f(x)= 

. Etudier l’intégrabilité de f sur ]-1,+1[ et calculer, quand c’est possible, 

.

Ex10**On pose f(x)=

 Etudier l’intégrabilité de f sur ]0,+[ et calculer In=

.

b) Convergence en moyenne, en moyenne quadratique.

Théorème: Les fonctions continues et intégrables sur I à valeurs complexes constituent un sous espace vectoriel de C(I);

Définition: Une fonction continue à valeurs complexes f est dite de carré intégrable sur I si | f | 2 est intégrable sur I.

Théorème: Ces fonctions constituent un sous espace vectoriel de C(I).

Proposition : Si f et g sont 2 fonctions continues de carré intégrable sur I, leur produit est intégrable sur I.

Théorème: L’application (f,g) 

 ( f | g ) = 

 est un produit scalaire hermitien.

Définition: f 

N2(f)= 

 est une norme dite de la convergence en moyenne quadratique.

Proposition: Inégalités de Cauchy-Schwarz : |(f |g )|N1(fg)N2(f).N2(g); 

Proposition: continuité du produit scalaire.

c) Théorème de convergence dominée.
Théorème: (de convergence dominée): soit (fn) une suite de fonctions à valeurs réelles ou complexes continues par morceaux et intégrables sur I et  une fonction continue par morceaux positive et intégrable sur I; si (fn) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I; et si; pour tout entier n, |fn |  (hypothèse de domination), alors f est intégrable sur I et  

.

Remarque 1:La démonstration de ce théorème est hors programme.

Remarque 2: insister sur l'importance de l'hypothèse de domination.
d) Intégration terme à terme d’une série de fonctions.
Théorème: (Intégration TàT d’une série) soit (fn) une suite de fonctions à valeurs réelles ou complexes continues par morceaux et intégrables sur I telles que la série 

 converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I; alors, si la série 
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f est intégrable sur I et, 
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Remarque 1:La démonstration de ce théorème est hors programme.

Remarque 2: insister sur l'importance de l'hypothèse de convergence de la série 

.

6. Intégrales dépendant d’un paramètre.

Objectifs:  Les théorèmes qui suivent, dont la démonstration est non exigible, ont pour but de donner aux étudiants des outils pour étudier les fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramètre.

a) Continuité sous le signe intégrale.

Théorème: (Continuité sous le signe 
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) Soit I et J deux intervalles de R et f : (x,t) 
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 f (x,t) une fonction à valeurs réelles ou complexes définie sur I(J, continue par rapport à x et continue par morceaux par rapport à t, telle que pour tout élément x de I, la fonction t 
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 f (x,t) soit intégrable sur J.

S’il existe une fonction positive  ( , continue par morceaux et intégrable sur J telle que pour tout élément (x,t) de IxJ ,    |f(x,t)| ( (t) (hypothèse de domination),


Alors la fonction g définie sur I par la relation g(x) = 
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est continue sur I.

Proposition: Extension au cas où l’hypothèse de domination est vérifiée sur toute partie K x J où K est un segment contenu dans I.

Remarque: La démonstration des résultats de ce paragraphe est hors programme.

b) Dérivation sous le signe intégrale - formule de Leibniz.

Théorème: Soit I et J deux intervalles de R et f : (x,t) 
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 f (x,t) une fonction à valeurs réelles ou complexes définie sur I(J,dérivable par rapport à x . On suppose que :


Pour tout x(I, les fonctions t 
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 f (x,t) et t 
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Pour tout t(J, la fonction x 
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Il existe une fonction positive ( C0 / Mx et intégrable sur J, telle que pour tout élément (x,t) de IxJ ,    |
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alors la fonction g est de classe C1 sur I, et g’(x)=
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Proposition: Extension aux fonctions de classe Ck.

COMPLEMENTS UTILES SUR LA DERIVATION ET L’INTEGRATION
Exemples: emploi du calcul différentiel et intégral pour l'étude globale des fonctions. Obtention de majorations et minorations de suites et de fonctions, recherche d’extremums, inégalités de convexité.

Exemples Pour calculer des valeurs approchées d'intégrales, on peut subdiviser l'intervalle d'intégration et approcher, sur chaque sous-intervalle, la fonction à intégrer par une fonction polynomiale.

Exemples étude de l'intégrabilité d'une fonction.

Exemples étude du comportement asymptotique au voisinage de + d'une primitive d'une fonction continue sur [a,+[ en utilisant l'intégration par parties).

Exemples étude d'une fonction définie comme limite d'une suite de fonctions ou comme somme d’une série de fonctions (continuité, dérivation, intégration...).

Exemples étude d'une fonction définie par une intégrale dépendant d'un paramètre (transformées de Fourier, transformées de Laplace, intégrales eulériennes...). Utilisation de ces représentations intégrales pour la recherche et l'étude de solutions d'équations différentielles linéaires.

Exemple 1 : 

On pose f(x,t) = ln(
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a] Quel est le domaine de définition de F ? 

b] Etudier la continuité de F et sa dérivabilité.

c] Calculer alors F ’(x) puis F(x).

a] 
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 est toujours positif ou nul,

il suffit donc d’exclure les valeurs de (x,t) ( Rx[0, (/2] telles que 
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c’est à dire telles que cos t = 0 et x = 0. f est donc définie sur Rx[0, (/2] \ {(0, (/2)}

Le domaine de définition naturel de F est donc R*.

La fonction F est visiblement paire , il suffit donc de l’étudier sur R+*.

b] 1) La fonction t 
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f(x,t) est, pour tout x non nul, continue par morceaux sur [0, (/2], donc intégrable.

2) La fonction x 
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f(x,t) est, pour tout t dans [0, (/2], continue. Soit [a,b] ( R*.

3) f est continue sur le compact [a,b]x[0, (/2], donc elle y et majorée par une constante C.

La fonction f est donc dominée par la fonction ( = C qui est bien sûr intégrable sur [0, (/2].

Le théorème de continuité des intégrales dépendant d’un paramètre garantit donc que F est continue sur R+*.

Calculons maintenant 
[image: image56.wmf]x

f

¶

¶

=
[image: image57.wmf]t

x

t

t

x

2

2

2

2

sin

cos

sin

.

2

+

. Cette fonction vérifie les hypothèses 1), 2) et 3). Le théorème de dérivation des intégrales dépendant d’un paramètre garantit donc que F est dérivable sur R+* et que 

F ’(x) = 
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c] On ne fait ce calcul que pour x>0 , car F est une fonction paire.

C’est l’intégrale d’une fraction en sinus et cosinus (le changement t (( (+ t  la laisse invariante.

Le « bon » changement de variable est donc u = tan t ).

F ’(x) = 
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On décompose en éléments simples : F ’(x) =
[image: image61.wmf]ò

¥

+

+

+

0

2

2

2

)

1

(

)

.

1

(

du

u

B

u

x

A

 car la fonction de u à intègrer est paire.

A= 
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Soit F ’(x)  = 
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 car x>0.

Finalement F ’(x)  =
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On peut donc écrire F(x) = 
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Soit F(x) = 
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 ou enfin      F(x) = ( (ln(1+x) –ln 2) .

Remarque : Ce calcul ne permet pas, pour l’instant, de conclure que F(0) = - (.ln 2 .

En effet, la fonction F n’est pas définie pour x =0. Il faut donc reprendre la même démarche, mais avec une domination plus fine pour pouvoir utiliser les théorèmes adaptés pour l’intégrale sur [0, (/2[, intervalle non fermé borné. Nous obtiendrons ainsi la continuité de F sur R tout entier et donc 
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Exemple 2 : La fonction 
  On considère la fonction f(x,t)=
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a] Déterminer le domaine de définition de .

b] Calculer (1). Donner une relation entre (x+1) et (x).

c] Etudier la continuité de  sur ]0, +[.

d] Etudier la dérivabilité de  sur ]0, +[. MQ le graphe de  est convexe.

e] Déterminer un équivalent de  au voisinage de 0+.

a] t 
[image: image88.wmf]a

 f(x,t) est continue sur ]0, +[ donc intégrable sur tout intervalle compact contenu dans ]0, +[.

Si t ( 0, f(x,t)~ tx-1 qui est de signe constant et est intégrable pour 1-x< 1 

donc t 
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 f(x,t) est intégrable sur ]0,1] pour x>0.
Si t ( (, t2 tx-1 e-t ( 0, (théorèmes de comparaison des puissances et des exponentielles) 

donc f(x,t) = o(1/t2), donc, pour tout x,  t 
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 f(x,t) est intégrable sur [1, ( [

Finalement le domaine de définition de la fonction x ( (x) =
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b] 
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 Donc (x+1) = x(x)
c]  t 
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 f(x,t) est continue par morceaux sur ]0, +[ et est intégrable sur cet intervalle.

 x 
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 f(x,t) est continue sur le pavé 
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 . Mais on ne semble pas pouvoir obtenir une domination de |f(x,t)| sur tout 
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. On va donc utiliser la formule de récurrence pour limiter notre étude à un intervalle plus commode : 

Par exemple J = [2 , 4]. Alors |f(x,t)| 
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La fonction ( est continue par morceaux indépendante de x(J et intégrable sur ]0, +[

Donc ( est continue sur J .

En utilisant la relation (x) = (x+1)/x, on en déduit que ( est continue sur [1,3] puis sur ]0,2].

Si ( est continue sur [n-1, n+1] alors, elle est continue sur [n,n+2] car (x) = (x-1)(x-1).

On en déduit par récurrence que ( est continue sur [2,+([ . Finalement ( est continue sur ]0,+([ 

d]   Pour la dérivation on doit calculer 
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 qui satisfait aux mêmes hypothèses de continuité que f, mais on ne semble pas pouvoir obtenir une domination de |
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Par contre sur J = [2 , 4]. Alors |
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La fonction ( est continue indépendante de x(J et intégrable sur ]0, +[ Donc ( est dérivable sur J .

La même démarche qu’en b] donne alors ( est dérivable sur 
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De même  
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 donc la dérivée seconde est positive donc la fonction est convexe.

e] (x+1) = x.(x). Si x tend vers 0, alors (x+1) tend vers 1 car  est continue en 1. Donc (x) ~ 1/x.

f] Donner l’allure du graphe de la fonction 
Ex1* On pose f(x,t) = ln(
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Etudier la continuité de F en x=0.

Ex2*On considère la fonction f(x,t)=
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. Pour quelles valeurs de x  R cette fonction est-elle intégrable sur [0, +[ ? On pose alors F(x)=
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a] Etudier la continuité de F sur R.

b] MQ F(x)=
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c] MQ F est dérivable et que F’(x) = 
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d] MQ F est solution de l’équation différentielle (E)   2y’+x.y=0.

e] En déduire explicitement F en admettant que 
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Ex3**On considère la fonction f(x,t)=
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. Pour quelles valeurs de x  R cette fonction est-elle intégrable sur [0, +[ ? On pose alors F(x)=
[image: image120.wmf]f

x

t

dt

(

,

)

0

¥

ò

. Etudier la continuité de F sur  ]0, +[.

Ex4**On considère la fonction f(x,t)=
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. Pour quelles valeurs de x  R cette fonction est-elle intégrable sur [0, +[ ? On pose alors F(x)=
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. Etudier la continuité de F sur  [0, +[.

Ex5***On sait construire une fonction  indéfiniment dérivable sur R et qui vérifie:

i) si |x|<1 alors (x) >0.
ii) si |x|>1 alors (x)=0.
iii) 
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On pose alors n(x)=n.(n.x). Si f est une fonction continue sur R à valeurs dans C, nulle en dehors d’un intervalle fermé borné [a, b], on associe à f la suite fn définie par fn(x)=
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a] Montrer que fn est nulle en dehors d’un intervalle qu’on précisera.

b] Montrer que fn est C(  sur R.

c] Montrer que ||fn – f ||( converge vers zéro sur tout intervalle compact de R.

Ex6*On pose In=
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a] Montrer que In tend vers 0 si n tend vers l’infini.

b] Donner un D.L. de In en 1/n à l’ordre 2.

c] Donner un D.L. de In en 1/n à l’ordre p.

Ex7**On pose f(x,)= ln(1-2.x.cos  +x2) , puis F(x)=
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et h(x)= 
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a] Etudier le domaine de définition de ces diverses fonctions. Etudier la continuité de F si |x| ( 1.

b] Calculer explicitement h(x) et F(0). Déterminer les valeurs de x pour les-quelles h(x) = F ’(x).

c] Calculer alors H(x)= 
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 pour |x| < 1.

d] Calculer F(1/x). En déduire F pour |x|  1.

e] Etudier la continuité de F en 1 et en  –1.

f] Utiliser lim 
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 pour retrouver la valeur de F(x).
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