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 COMPLEMENTS UTILES sur les transformées de Laplace et Fourier
I. Transformée de Laplace 

Ex1*On désigne par U la fonction de Heaviside définie sur R par U(t)=
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f étant une fonction nulle pour t<0, la transformée de Laplace de f est la fonction 

F: C  C définie, lorsque la fonction t  (p,t) =f(t) e-pt est intégrable sur [0,[, par 

F(p)= 

. On notera F=L(f) ou bien f(t)F(p).

a]- MQ si t  (p,t) est intégrable sur [0,[, pour Re(p) = a, alors, elle est intégrable pour tout p tel que Re(p)  a. On définit alors l’abscisse de convergence  par : 

  = inf {a / Re(p) = a, et t  (p,t)  intégrable sur [0,[}.

b]- MQ, si  A,  k,  t0, tels que  t  t0, |f(t)|  Aekt,      alors   k

c]-Déterminer L(U), et L(f) pour  f(t)= 

, puis f(t)= 


d]-MQ si f est intégrable sur [0,[, alors  0.

e]-MQ si f est à croissance lente (càd:  A, n, t0, tq  t  t0, |f(t)|  Atn ), alors  

  t 
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(p,t) est intégrable sur [0,[, dès que Re(p) > 0, donc  0.

f]- MQ x
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F(x) est dérivable sur R*+, que F est C et que F(n)(p) = L((-t)n f(t)).

g]- MQ L(f ’) = p L(f) - f(0+) en précisant des hypothèses raisonnables.

h]- MQ f(t-a)  e-ap .F(p) pour a>0 (formule de translation)

i]- MQ e-kt .f(t) F(p+k) pour Re(k)>0 (formule du retard)

j]-Déterminer L(U.f) pour les fonctions  cost, sint, cht, sht, t.cost, t.sint,

e-t cost, e-t sint, e-t tn.

Ex2*Utiliser la tranformée de Laplace pour résoudre 

a]- l’équation différentielle:  y’’+ 2y’+ 5y = e-t .sin(t),   y(0)=0, y’(0)=1.

b]- le système différentiel:  

,  x(0) = y(0) = 0.
Ex3*Le produit de convolution de 2 fonctions f et g est 

.

a]- MQ si f et g sont nulles pour x<0, alors 


b]- MQ  

  F(p)  G(p)

II  Fonctions Spéciales
Fonctions d’Euler
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Fonction Erreur







Fonctions de Bessel elles sont solutions de l’équation différentielle :



Les fonctions de Bessel sont liées entre elles par les relations de récurrence suivantes :
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            Inversion : 


TABLEAU DES TRANSFORMEES de LAPLACE
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Valeurs aux limites : 





III. Transformée de Fourier 

Ex4* f étant une fonction de R dans C, la transformée de Fourier de f est notée 

F(f) ou 

ou : R  R définie par: ()= 

.

a]- MQ si f est intégrable sur R, alors, elle a une transformée de Fourier

b]- Montrer le formulaire suivant en précisant des hypothèses de validité. 

On notera:  = F(f) et  F(g)

1) Homothétie : si g(t)= f(at), ()=


2) Translation : si g(t)= f(t-b),  ()= exp(-2ib)() 

3) Dérivation : si g(t)= f ’(t), ()= (2i)()   si g(t)= - 2it f (t), ()= ’ () 

4) Produit de convolution : 


5) Formule de Parseval : 

.

6) Transformée de Fourier d'un produit : 


FORMULAIRE 

Sous certaines conditions d’existence on note  la Transformée de Fourier  de f .définie par : 

= F (f(t)) = 

…On a :


TABLEAU DES TRANSFORMEES de FOURIER
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Formule de PARSEVAL: 


Les théorèmes dits de « CV dominées »

Petit résumé

c-d) Théorèmes de convergence dominée.
Théorème: Intégration terme à terme d’une série de fonctions
Soit (fn) une suite de fonctions à valeurs réelles ou complexes continues par morceaux et intégrables sur I 

Si la série 

 converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I; si la série 
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Remarque 2: insister sur l'importance de l'hypothèse de convergence de la série 

.

Théorème: de convergence dominée: 

Soit (fn) une suite de fonctions à valeurs réelles ou complexes continues par morceaux et intégrables sur I 

Si (fn) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I; 

Soit  une fonction continue par morceaux positive et intégrable sur I;

Si; pour tout entier n, |fn |        (hypothèse de domination),

Alors f est intégrable sur I et  

.

a-b) Intégrales dépendant d’un paramètre sur un intervalle I   (fermé borné ou non)

Remarque:Soit f définie :I ( J ( IR ou C telle que, (x(I, la fonction t

f(x, t) soit C0/Mx et intégrable sur J, Alors la fonction g : x

 g(x) = 
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Théorème: Continuité sous le signe 

 . I et J sont des intervalles de IR.

Soit f définie :I ( J ( IR ou C telle que, (x(I, la fonction t

f(x, t) soit C0/Mx et intégrable sur J, 

Si (t(J, la fonction x

f(x, t) est continue sur I et

Si il existe une fonction  C0 /Mx, positive

(
intégrable sur J et telle que,



( hypothèse de domination,

 pour tout élément (x,t) de I x J,    |f(x,t)| ( (t) 
(
Alors g est continue sur I.

Proposition: La proposition reste vraie si la domination est vérifiée sur tout intervalle fermé borné ( I.

Théorème: Dérivation sous le signe 

- formule de Leibniz. I et J sont des intervalles de IR.

Soit f définie :I ( J ( IR ou C telle que, (x(I, les fonctions t

f(x, t) et 
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Si (t(J, la fonction x
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Si il existe une fonction ( C0 /Mx, positive

(
intégrable sur J et telle que,



( hypothèse de domination,

pour tout élément (x,t) de I x J,  
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Alors g est de classe C1 sur A, et g’(x) = 

.

Proposition: Extension aux fonctions de classe Ck.

Le bonheur inaccessible, ou 
De l’art de s’approcher, sans jamais atteindre?

Convention: CV= « Convergence »,  Intègrité:= Intégrabilité.

A- CV ordinaire.


1- CV d’une suite (un)n  N ou d’une série.


2- CV d’une fonction définie sur A, en un point b

.

B- CV d’une suite de fonctions (fn).


3- CV Simple d’une suite de fonctions (fn).


4- CV Uniforme sur un domaine D en utilisant 
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5- CV Uniforme Sur tout compact d’un domaine D.

C- CV d’une série de fonctions (un).


6- CV Simple d’une série de fonctions de terme général (un).


7- CV ABSolue d’une série de fonctions (un).


8- CV Normale sur un domaine D.


9- CV Uniforme sur un domaine D en utilisant 
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10- CV Normale (ou  Uniforme)  sur tout compact d’un domaine D.

D- Intégrité d’une fonction, d’une suite ou d’une série de fonctions.


11- Intégrité sur un intervalle [a,b], fermé borné.


12- Intégrité sur un intervalle I, OUVERT.


13- Intégrale impropre CV en une borne b de l’intervalle I, non fermé borné.


14- CV dominée d’une suite de fonctions.


15- CV normale (ou uniforme) sur un domaine D

E- Intégrité d’une famille de fonctions dépendant d’un paramètre x [t

 f(t,x)].


16- Intégrité  sur un intervalle [a,b], fermé borné.


17- Intégrité  sur un intervalle I, OUVERT pour tout x dans D.


18- Intégrité  sur un intervalle I, OUVERT: domination sur un domaine D.

F- CV d’une suite de fonctions au sens d’une norme.


19- CV dans L1.


20- CV dans L2.


21- CV dans L00.

G- CV faible d’une suite de fonctions au sens d’un produit scalaire.


22- CV faible dans L2.
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