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V- FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES.

Objectifs:  très modeste:  consolider les acquis de 1ère année (calcul diff  portant sur les fonctions numériques de 2 variables réelles);  étendre ces notions aux applications continûment différentiables sur un ouvert de Rp à valeurs dans Rn, où p3 et n3.

1. Calcul différentiel.

Objectifs:  étudier quelques notions de base: dérivée selon un vecteur, dérivées partielles, applications continûment différentiables, différentielle, difféomorphisme, gradient, points critiques, dérivées partielles d’ordre supérieur.

Rem 1: En revanche, la notion de fonction différentiable en un point est hors programme.

Rem 2: Les applications f  dans ce chapitre sont définies sur un ouvert U de Rp à valeurs dans Rn, où p3 et n3.

Rem 3: Pour l’étude d’une fonction f de plusieurs variables, il convient de mettre en place le fait que la plupart des problèmes peuvent  se ramener au problème correspondant pour une fonction d’une variable en paramétrant le segment [a,a+h], ce qui permet d’écrire f(a+h)-f(a)=h(1)-h(0) où, pour tout t[0,1], h(t)=f(a+th).

a) Applications de classe C1 .

Définition: dérivée de f en un point a de U selon un vecteur h, notée Dhf(a): On suppose qu’il existe un nombre réel  > 0 tel que, pour tout élément t [-,, a + th appartienne à U. 

Si h est dérivable à l'origine, on dit que f admet une dérivée au point a de U selon le vecteur h, et l'on pose Dhf(a) ='h(0).

Définition: Les dérivées partielles, notées Djf(a) ou 

sont les dérivées de f selon le jème vecteur de base .

Définition: Une fonction f est de classe C1 ou continûment différentiable sur U si et ssi les dérivées partielles Djf sont continues sur U.

Théorème fondamental: si f est de classe C1 sur U, alors f admet, en tout point a de U, une dérivée selon tout vecteur h, et Dhf(a) =

.

Théorème: En particulier, l'application h

Dhf(a) est une application linéaire.

Définition: cette application est appelée différentielle de f au point a et notée df(a).

Remarque: La démonstration de ce résultat n'est pas exigible des étudiants.

Remarque: une fonction f : E(F est dite différentiable en a  si et ssi il existe une application linéaire u : E(F telle que pour tout h dans E, f(a+h) = f(a) + u(h) + o(h)   (en fait, u = df(a) )

Définition: Pour une application f de classe C1, la matrice jacobienne en a est la matrice dont la jème colonne est Djf(a) et dont l’élément (i,j) est 
[image: image134.png]


.

Définition: lorsque n = p, le déterminant jacobien ou jacobien est le déterminant de cette matrice. Il est noté 
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Théorème: Si f et g sont deux applications de classe C1, leur composée l'est aussi.

Définition: Un C1 difféomorphismes est une application ( bijective telle que ( et (-1 soient de classe C1.

Théorème: (Opérations algébriques) L’ensemble des applications de classe C1 est un espace vectoriel.

Proposition: La matrice jacobienne d'une application composée est le produit des matrices jacobiennes. La matrice jacobienne d'une application réciproque est la matrice inverse.

Théorème: Une application f de classe C1 sur U à valeurs dans Rn est caractérisée par ses applications coordonnées f1, f2,…fn  qui sont toutes de classe C1 sur U.

Proposition: Les coordonnées des dérivées partielles sont les dérivées partielles des coordonnées.
Théorème: On suppose que  :
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 est une fonction de classe C1 sur un intervalle I et à valeurs dans U. La dérivée de la fonction composée g = f o  est alors g ’(t) =
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Proposition: Lorsque f est un difféomorphisme, l'image f() d'une courbe paramétrée  régulière à l'ordre 1 est une courbe régulière à l'ordre 1

Proposition: Si T est un vecteur directeur de la tangente à () au point de paramètre t, alors la tangente à f( ) est df(T) .

Théorème: Si f : A(B est une application bijective de jacobien jamais nul sur A, alors f est un difféomorphisme de classe C1.

Remarque: La démonstration de ce résultat est hors programme.

b) Fonctions numériques de classe C1 .

Théorème: Les fonctions considérées sont à valeurs dans R.

C1(U) ={f / fonctions de classe C1 sur U} est une algèbre.

Définition: Les fonctions considérées sont les fonctions f : Rp (R où Rp, est muni de sa structure d'espace euclidien canonique. Le gradient de f en a noté gradf(a)est défini par :

 pour tout h dans Rp df(a)(h)=Dhf(a)=(gradf(a)| h).

Proposition: Les coordonnées du gradient dans une base orthonormée sont 
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Définition: Soit f une fonction numérique de classe C1 Les points critiques de f sont les points a tels que gradf(a)=0

Théorème: (condition nécessaire) Si f, définie sur A, présente un extremum local en a, point intérieur à A où la fonction f est de classe C1, alors a est un point critique.

Théorème: Conséquence. Les minimums et maximums sur A d’une fonction f à valeurs réelles, sont à rechercher 

Soit parmi les points de la frontière de A,

Soit parmi les points où la fonction f n’est pas de classe C1 ,

Soit parmi les points intérieurs où la fonction f est C1 et où {
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c) Dérivées partielles d’ordre k(2.

Théorème: de Schwarz pour une fonction de classe C2 sur U 
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Remarque: La démonstration de ce théorème est hors programme.

Théorème: Ck(U) est l’ensemble des fonctions de classe Ck sur U. C’est une algèbre.

d) Equations aux dérivées partielles.

Exemples  Etude d’exemples simples d'équations aux dérivées partielles 1ères et 2de . On exploitera en particulier les techniques de changement de variables.

Exemple 1 : 

  Soit f : C  C une fonction de classe C0. On lui associe bijectivement 

F : R2  R2 en posant F(x,y)=(P(x,y),Q(x,y)) lorsque f(z) = f(x+iy) = P(x,y) + i Q(x,y).

a] F est-elle continue sur R2 ?

b] Montrer que : 




c] Cette limite sera alors notée f ’(z0). Exprimer f ’(z0) en utilisant de P et Q.

d] Calculer alors P et Q lorsque, de plus, P et Q sont C 2 .

e] Calculer P et Q lorsque f(z) = 1/z et lorsque f(z) = ez .

a] La continuité de f en z0 et la continuité de F en (x0,y0) sont équivalentes puisque

|| F(x,y) – F(x0,y0) ||2 = | f(z) – f(z0) | et || (x,y) – (x0,y0) ||2 = | z – z0| .

b] 

= a + i b f(z0 + h) = f(z0) + h (a + i b) + h ((h) avec ((h)( 0 si h ( 0

en posant h = ( + i (,



= a + i b f(z0 + h) = f(z0) + (( + i () (a + i b) + h ((h) avec ((h)( 0 si h(0


 f(z0 + h) = f(z0) + ( ( a - (b) + i ( ( b+ (a ) + h ((h) avec ((h)( 0 si h(0

on obtient donc || F(x0+(,y0+() - F(x0,y0) – u( (,() || = | h ((h) | = || ((,() || (((,() où (((,()(0

en désignant par u l’application linéaire de matrice A = 
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En conclusion 

 F est différentiable et la matrice jacobienne de F est A
c’est à dire 
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c] On obtient au passage f ’(z0). = a + i b = 
[image: image16.wmf]x

P

¶

¶

+ i 
[image: image17.wmf]x

Q

¶

¶

 = 
[image: image18.wmf]y

Q

¶

¶

 - i 
[image: image19.wmf]y

P

¶

¶


d] Les conditions de Cauchy donnent immédiatement, quand P et Q sont C2 , P = 0 = Q.

e] Si f(z) = 1/z = 
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 alors P(x,y) = 
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Si f(z) = ez = ex.eiy = ex (cos y +i sin y) , alors P(x,y) = ex cos y , et Q(x,y) = ex sin y.

Exemple 2 :  On donne une fonction  f(x,y) = 

 

f est-elle continue ? f est-elle différentiable ? f est-elle continûment différentiable ?

f est de classe C( sur tout domaine où x et y ne sont pas simultanément nuls.

Il n’y a donc de problème qu’en (0,0). On va utiliser la norme euclidienne en posant r = ||(x,y)|| =
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donc f(x,y) = 4r2 cos ( sin ( (cos2 ( - sin2 () = r2 sin 4( (0 si ||(x,y)|| ( (0,0) donc f  y est continue.

De plus f(x,y) = 0 + 0.x +0.y + ||(x,y)||2 ((x,y) avec ((x,y) = r sin 4( (0 si (x,y) ( (0,0), 

donc f est différentiable et les 2 dérivées partielles sont nulles en (0,0).

Remarque : On peut aussi calculer les 2 dérivées partielles en (x,y) 

puis montrer qu’elles tendent toutes les 2 vers 0 si (x,y) ( (0,0) dans R2 euclidien canonique. 

Exemple 3 : 

On considère l’équation (E) 

= 0, 

On définit le changement de variables  ( u = x+ A y , v= x +B y ). 

Est-il toujours possible de déterminer A et B afin que l’équation (E) devienne super-méga-simple? Donner alors, si c’est possible, les solutions de (E).
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Finalement, l’équation (E) devient 

(a+2bA+cA2) 
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Si b2 – ac >0, alors on peut dit que l’équation (E) est de type elliptique
On peut alors choisir pour A et B les 2 racines réelles de l’équation a+2bt+ct2 = 0,

et donc A+B = -2b/c, et AB = a/c       car a+2bt+ct2 = c(t-A)(t-B)

L’équation (E) devient ainsi (2a + 2b(-2b/c) + c 2 a/c) 
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c’est à dire 
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On peut alors intégrer par rapport à v :  f = H(v) + G(u) où G(u) est une constante par rapport à v.

Finalement    f (x,y) = G(x+ A y) + H(x +B y)   , où G et H sont 2 fonctions arbitraires de classe C2,

A et B étant  les 2 racines réelles de l’équation a+2bt+ct2 = 0

Ex1**Etudier la continuité et la différentiabilité des fonctions f: R2  R définies par

a] f(x,y) = 



b] f(x,y) = 

 

c] f(x,y)= sup(x2 ,y2 ). La fonction f (du c] ) est-elle 2 fois différentiable?

Ex2**Soit E un espace euclidien réel; montrer que  : x

||x|| est différentiable sur E\{0} et expliciter ’x.

Ex3***Soit E un espace euclidien réel; montrer que l’inversion f définie par 

f: 

 est différentiable sur E\{0} et expliciter f ’x.

Ex4*Calculer la matrice jacobienne et le déterminant jacobien de 

F:(x,y)  (u,v) tels que 


Ex5***Soit f : R  R une fonction de classe C1. On pose F(x,y)=


a] F est-elle différentiable sur R2.

b] On suppose qu’il existe f ’’(a), montrer que F est différentiable en (a,a) et calculer F ’(a,a). 

-On peut introduire   (t) = f(t) - (t-x)f ’(a) -(t-a)2 f ’’(a)/2.

Ex6***Soit F : C  C définie par    z 

Z = 

. 

Déterminer les transformés des domaines suivants, par la transformation ponctuelle de R2 associée à F: 

D1 = {z / |z| < 1}, D2 = {z / x >0 et y >0},   D3 = {z / 1 > y >0}.
Ex7***Soit f : C  C fonction définie par  z = x+iy 

f(z) = p(z) + i q(z)=P(x,y) + iQ(x,y).

 Si z = z0 +r.ei t , 0n note  Z’t = 

 si cette limite existe.

a]  MQ si t décrit un intervalle de longueur 2 , alors, Z’t décrit un cercle () dont on précisera le centre et le rayon.

b] Examiner les 2 cas suivants : z

z2 = Z, et z0 = 0, puis z

= Z, et z0  C

Ex8**Soit f : C  C une fonction définie par Z = f(z) = X+ i Y =1 / (z2 -1).

Tracer les courbes X= constante et les courbes Y= constante

Ex9**On définit F: R2  R2 par  ( u = sin x ch y , v = cos x sh y ). 

Quand les dérivées existent, calculer   

   et

.

Ex10**On pose F(x,y) = 1 +x e y- y. MQ l’équation F(x,y) = 0 permet de définir, grâce au théorème des fonctions implicites, une fonction f: x

y = f(x). préciser le domaine de définition de cette fonction et calculer f ’ et f ’’.

Ex11**On pose 

F(x,y) = x (sin (y/x)- e y/x ) - K y. L’équation F(x,y) = 0 permet-elle de définir, grâce au théorème des fonctions implicites, une fonction f: x

y = f(x). 

On précisera le domaine de définition de cette fonction et on calculera f ’.

Ex12***a] On donne 2 fonctions  et  : R3  R . 

Donner une condition suffisante pour que le système  { (x,y,z) = 0 et   (x,y,z) = 0 }permette de définir y et z en fonction de x et calculer alors 

et 

.

b] Exemple: Dans un repère orthonormé direct (O;x,y,z), on donne (S) sphère d’équation 

x2 + y2 + z2 = R2 (centre O et rayon R ) et ( C ) cylindre de révolution d’équation x2 + y2 = R x . L’intersection de ces 2 surfaces est la courbe () dite fenêtre de Viviani. Utiliser le a] pour déterminer les points où la tangente est définie par le théorème des fonctions implicites. 

Y-a-t-il des points où ce théorème ne peut être appliqué?

c] Déterminer un paramétrage de  ( S )  ( C ) et vérifier les résultats du b].

Ex13**On donne la forme différentielle  = (3 x2+6 xy+6 xz) dx + 3 (x2+y2) dy + 3 (x2+z2) dz .

a] Est-ce une forme différentielle fermée ?  

b] Est-ce une forme différentielle exacte ?

c] Et si on trouvait un potentiel ( ou une primitive).

Ex14**On donne la forme différentielle     = 2 x (y-1 ) dx - (x2 - 1) dy.

a] Est-ce une forme différentielle fermée ?

b] Est-ce une forme différentielle exacte ?

c] Et si on trouvait un facteur intégrant fonction de x seul pour résoudre  = 0.

Ex15*Etudier sur R2 l’existence et la nature des extremums de   f(x,y) = x [ y2 + ln2 x ].
Ex16*Etant donné un triangle A, B, C du plan, étudier les minimums de 

f(M) = || MA || + || MB || + || MC || .

Ex17**Etudier les extremums de  f(x,y) = 

.

Ex18*Etudier les extremums de   f(x,y) = x3 +y3 - 3a x.y.

Ex19**On donne a, b, c dans Z. Discuter l’existence et la nature des extremums de f(x,y,z) = xa yb zc sur le plan x + y +z = 1..

Ex20**On donne n points fixes (Ai)i=1..n d’un espace vectoriel normé E. Déterminer le ou les points M de E qui rendent mini ou maxi 

.

Ex21**On donne n points fixes 

Mi = (xi , yi ), i=1..n, de l’espace vectoriel euclidien R2 et une famille de (i ) i=1..n,.

a] Déterminer la droite D1 d’équation 

y = a x + b qui rende minimum la fonction f(a,b) = 

.

b] Déterminer la droite D2 d’équation 

x = c y + d qui rende minimum la fonction g(c,d) = 

.

c] Déterminer parmi les droites Dm,p d’équation y = m x +p, la droite D0 qui rende minimum la fonction 

h(m,p) = 

.

Ex22*Etudier les extremums de  f(x,y) = x ln x +y ln y + z ln z sachant que x+y+z = a.

Ex23***On donne n éléments (xi)i=1..n de  [-1,1] tels que    x1 + x2 +....+ xn = 0. 

MQ 

.

Ex24*Etudier sur R2 les extremums de f(x,y) = x4 +y4 - 4a2 (x-y)2 .

Ex25****C est identifié à R2 euclidien canonique.

a] Soit P un polynôme à coefficients dans C de degré n  1. On définit FP et GP par 

FP(x,y) = (Re(P(z) , Im(P(z)) 
        GP(x,y) = (Re(P(z), -Im(P(z)).

MQ FP et GP sont différentiables, et en calculer les différentielles en (x0,y0).

b] MQ f: (x,y) 

 |P(z)|2 est différentiable puis montrer l’équivalence : 

f ’(x0,y0) = 0   z0 est un zéro du polynôme P.P ’.

c] MQ f ne peut présenter d’extremum en un point z0 tel que P(z0)  0.

(Etudier le signe de la partie principale de f(z0+u) - f(z0) avec u = r ei où r  0).

d] MQ f atteint son maximum en au moins un point de C. En déduire que P a au moins un zéro dans C. 

(C’est le théorème de d’Alembert).

Ex26*On considère l’équation aux dérivées partielles (E) 

= 0, et on définit un changement de variables par ( u = x+ a t , v= x +b t ). Déterminer a et b afin que l’équation (E) devienne super méga simple et donner alors les solutions.

Ex27**On considère l’équation aux dérivées partielles (E) 

= 0.  Résoudre (E)

a] en supposant que 
f(x,y) = (x) .(y).

b] en supposant que 
f(x,y) = (x) + (y).

c] en supposant que
f(x,y) = (e y cos x) + ( e y sin x).

Ex28***On considère l’équation aux dérivées partielles (E) 

, 

et on définit le changement de variables  ( u = x+ y , v= x -y ). Résoudre alors (E).

Ex29***On considère l’équation aux dérivées partielles (E) 

, et on pose (x,y,z) 

r (x,y,z)= (x2+y2+z2)1/2 . Déterminer f = g o r solution de (E).

Ex30***On définit  f =
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 et on considère l’équation aux dérivées partielles  

(E) f + f = 0. On pose   (x,y,z) 

 (x,y,z)= (x2+y2+z2)1/2 = r.

Déterminer f = g o  solution de (E).

Ex31***On considère l’équation   (E) 

= 0, 

pour résoudre l’équation (E) utiliser le changement de variables  x = (u2 + v2 )/2, y = u / v.

Ex32***On définit f = 

, et on y effectue le changement de variable

x = a ch u cos v ,y = a sh u sin v. Que devient f  en fonction de u et v.

Ex33***On définit  ((f) = 

, 

(lire: « petit-coeur de f » ),  et on pose  u = x , u.v= y . Que devient ((f) en fonction de u et v.

Ex34***On définit f = 

, et on y effectue le changement de variable

x = sh u sin v cos w,

y = sh u sin v sin w, 

z = ch u cos v. 

Que devient f  en fonction de u , v et w. 

{Sauf erreur, on doit trouver :f =
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2. Calcul intégral.

Les notions introduites dans ce paragraphe sont étudiées en vue de leur utilisation en sciences physiques (calculs d’aires et de volumes, recherche d’éléments d’inertie d’un solide) Tout développement théorique est exclu. Tous les résultats sont admis.

Rem:   Aucune connaissance sur les intégrales triples n’est exigible en mathématiques.

Intégrales doubles et triples : calcul par intégrations successives, par changements de variables.

Cas particulier des passages en coordonnées polaires, cylindriques ou sphériques.

Intégrale sur un arc, circulation, formule de Green-Riemann. 

Exemples d’applications du calcul intégral à des problèmes issus des sciences physiques.

Aire d’un morceau de surface.

Volume d’un solide.

Exemple 1 :

Calculer le volume du tore, alias bouée de sauvetage, ou chambre à air 

pour un pneu de 145 x 13.
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Un paramétrage de l’intérieur du Tore est obtenu en prenant les points de coordonnées


x = (R + ( cos ( ) cos (.


y = (R + ( cos ( ) sin (.


z =  ( sin (
avec (([-(, +( ],  ( ( [0,2(],  (( [0,r]

Pour obtenir le volume du Tore on calcule donc

V = 
[image: image76.wmf]òòò
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dxdydz

 qu’on va calculer en effectuant justement le changement de variables


x = (R + ( cos ( ) cos (.


y = (R + ( cos ( ) sin (.


z =  ( sin (
L’image de (T) par ce changement étant  ( (, ( , ()([-(, +( ] x [0,2(] x [0,r] = (.

Les symétries évidentes de la figure permettent de se limiter à ( ( , ( , ()( (’ = [0, +( ] x [0,(/2] x [0,r]

 à condition de multiplier par 8 le volume ainsi trouvé.

La matrice jacobienne du changement de variable est 
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Le déterminant jacobien est alors (R + ( cos ( ) [( cos( cos ( (-1) + sin ( (( sin ()(-1)]

Donc V = 8 
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=2((2)Rr2 + 4((r3/3).0 = V = (2(R).((r2)

exercice : que peut bien signifier 145x13
Ex1**Evaluer les intégrales curvilignes suivantes:
a] 

 où (1) est le segment AB (A=(0,0) et B=(1,1))

b] 

 où (2) est le chemin AB le long de la parabole y = x2 .

c] 

 où (3) est la réunion des segments AC et CB (C=(0,1) )

d] 

 où () est l’intersection de la sphère x2 + y2 + z2 = R2 et du plan x+z = R parcourue dans le sens que vous voudrez.

Ex2**On pose  (x,y,z) 

r (x,y,z)= (x2+y2+z2)1/2 . et on définit 

f = g o r dès que g est une application de R*+ dans R. D est le domaine compris entre les 2 sphères de centre O et de rayons R1 et R2 , (R1<R2) 

a] Exprimer f en sphériques .

b] MQ   

  = 4  [ R22f ’(R2) - R12 f ’(R1) ]

Ex3**Evaluer les intégrales multiples suivantes:

a] D = {(x,y) / x2+y2-x  0}   Calculer 


b] D = {(x,y) / x2+y2  a2 , x  0, y  0} Calculer 


c] Calculer 

 avec  D= {(x,y,z) / x2+y2+z2  R2 , x  0, y  0, z0}.

d] D = {(x,y) / 2x+y  1, x > 0, y > 0}. Calculer 

. 

On peut utiliser le changement de variables :  u = 2x+y, v = y/x.

e] D = {(x,y,z) / 

}.  Calculer 


Ex4*Calculer l’aire du domaine commun aux 2 ellipses 

 et 

.

Ex5**Calculer les volumes suivants:

a] Volume compris entre les 2 morceaux de surfaces x2+ 2 y2 = a.z, et z = y + a.

b] l’ellipsoïde d’équation: 


Ex6**** On donne le domaine de R3  D ={(x,y,z) /x 0, y 0, z 0, x2+y2 1, x.y z }

a] Calculer I = 


b] Décrire (  ) surface délimitant D
c] On définit le champ de vecteurs  

= (x2+ y2 -1, 0, x2+ y2 -1 ). 

Calculer le fux de 

 à travers (  ). 

Ex7*Calculer le flux du champ de vecteurs  ( x2, y2, z2 ) à travers la sphère 

(S) (x-a)2 + (y-b)2 + (z-c)2 = R2 

a] A l’aide d’une intégrale de surface.

b] A l’aide d’une intégrale triple.

QUELQUES FORMULES à FAIRE FUIR.

I  Intégrale sur une variété de dimension k dans un espace de dimension n=3.

k=1    Arc 
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k=2  Nappe 

[image: image86.wmf]R

R

F

n

¾

®

¾

¾

®

¾

j

D



[image: image87.wmf]òò

S

s

d

m

F

)

(

 = 
[image: image88.wmf]òò

D

dudv

v

u

N

v

u

F

)

,

(

).

,

(

j

o


k=3  Volume 
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II  Circulation, flux et C°

Circulation 
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Flux
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Formule de Poincaré :
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 est une forme différentielle de degré k

d est sa dérivée extérieure (forme diff de degré (k+1 ))

V est un domaine « convenable » de dimension (k+1)

(V est le « bord orienté » (de dimension k)du domaine V.

Si  = Pdx + Q dy 

d = 
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Si  = Pdx + Q dy + R dz
d = 
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Si  = P dy(dz + Q dz(dx + R dx(dy
d = 
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Exemples

Green-Riemann (n=2)
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Stokes (n=3)
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Ostrogradski (n=3)
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Longueurs, Aires, Volumes (obtenus avec F=1 )

L = 
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En dimension 2, A = 
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III Masse et Centre d’inertie de S = (D , d).

Pour une distribution de masse S de support D ( R3 de densité d., on a


masse de D.= M = 
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G, centre d’inertie de la distribution de masse S , est l’unique point tel que 
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Donc M . 
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Théorèmes de Guldin.

A = 2 d l = 2 
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V = 2 d A =  
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IV Moments d’inertie de S = (D , d).

I0 = 
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Iz  = IOz = 
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Ixy = IxOy= 
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Théorèmes d’Huygens 

IA = IG + M.||AG||2.



I = ID + M.d2 où  || D , G( D et d = d( , D)



I = IP + M.d2 où  || P , P( D et d = d( , P)

Matrice d’inertie 

 I = 
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Forme quadratique d’inertie :   R3 ( 
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Ellipsoïde d’inertie 

 {P / Q(OP) = 1 } = {(x,y,z) / (x y z ).I.
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